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V o r w o r t. 



JJie vorliegende kleine Schrift enthalt eine vollatandige Tlieorie 
der sogenannten Methode der kleinsten Quadrate, wenn dieselbe 
auf das Wesentliche reducirt, namentlich der gewohnlich damit 
zusammengeetellten praktischen Rechnungsmethoden entkleidet 
wird. Dass dadurch der Zusammenhang der ganzen Theorie nur 
um so klarer vor das Auge tritt, ist wohl nicht zu bezweifeln, 
und es war dies auch ein Hauptgrund, warum ich gerade so ver- 
fahren bin. Den BegriflF des mittleren Fehlers habe ich nir- 
gends aufgenommen, da der des wahrscheinlichen Fehlers geniigt, 
und mir viel natiirlicher erscheint ^ 

Einzelne Beispiele als Erlaut^rung der Theorie habe ich 
schon in die eigentliche Theorie mit einverflochten ; ausfiihrlichere 
und mannigfal tiger e sind dann am Schlusse beigegeben. Ich hatte 
in dieser Beziehung vielleicht mehr thun sollen; doch mochte es 
f iir den Augenblick aH dem Gegebenen geniigen. Weiteres konnte 
ja spater nachgeholt werden. • 

Bei jedem Beispiele ist angegeben worden, woher es entlehnt 
wurde, da ich nur wirkliche Beobachtungen aufnehmen wollA 



Vr Vorwort. 

Dass ich spater vorzugsweise die Ausgleichung der Winkel in 
eineni geodatischen Dreiecksnetze behandelte, hat auch darin sei- 
nen Grund, dass diese Aufgabe vollstandig als Beispiel sich durch- 
fiihren liess und eine grosse Anzahl Erorterungen dabei noth- 
wendig wurde, welche die ganze Theorie aufhellen konnen. 

Die aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung benutzten S'atze 
finden sich in der Einleitung auseinandergesetzt. 



I n h alt. 



Seite 
Einleitung. S&tze aus der Wahrscheinlichkeits- 

rechnung. 

Erkl&rung der Wahrscheinlichkcit. Gesetz dcr grossen Zahleu 1 

Ifathcmatischer Ausdnick der Wahrscheinlichkeit 3 

Wahrscheinlichkeit des ausschliesslichen , oder des gleichzeitigen Eintreffens 

von Ereignissen 6 

Wahrscheinlichkeit der Ursache C 

Theorie der Ausgleichung der Beobachtungsfehler 
nach der Methode der kleinsten Quadratsummen. 

§. 1 . Beobachtungsfehler und dessen Wahrscheinlichkeit. Maass dcr Genauigkeit 9 
§. 2. Wahrscheinlichkeit, dass ein begangener Fehler zwischen gegebenen Gran- 

a 

zen liege. Tafel des Integrals i e~'*dz. Wahrschcinlicher Fehler . . 15 


§. 3. Berechnung der Unbekannten aus Beobachtungsgleichungcn. Gewicht . 19 

§. 4. Nicht lineare Beobachtungsgleichungcn. Bedingungsgleichungen. Arith- 

metisches Mittel 23 

§. 6. Beispiele zur Theorie. 

1) Benzenberg's Versuche iiber fallende Korper 27 

2) Bestimmung der Schneegranze als Function der Breite .... 28 

3) Karmarsch's Bestimmung des specifischen Gewichts von legir- 
tem Silber 29 

4) Ausgleichung von Winkeln um einen Funkt herum 81 

§. 6. Wahrscheinlichste Werthe und wahrschcinlicher Fehler der Functionen 

von Beobachtungsgrossen 38 

§. 7. Wahrschcinlicher Fehler der nach §. 8 berechneten Unbekannten ... 40 

Wahrschcinlicher Fehler einer linearen Function dieser Grossen ... 44 
§. 8. Anwendung auf die Beispiele des §. 5. Zufugung einiger allg^einen 

Betrach^bngen bei Messungcn und Ermittelungen von LangendiffeiQBnzen 4G 



VIII Inhalt. 

Seite 
§. 9. Wahrscheinlicher Fehler der nach §. 4 bestimmten Unbekannten . . 51 

§. 10. Ermittelung des wahrsch'einlichen Fehlers der Gewichtseinheit ... 59 

§. 11. Beispiele dazu. Priifting der Instrumente G9 

§. 12. Wahrscbeinliche Qranzen, innerhalb derer die so ermittelte Grosse 

schwanken kann 75 

§. 13. Priifting angenommener Hypothesen 80 

Bessel's Theorie des Repetitionsverfahrens (§.14) 82 

Beispiele zur allgemeinen Theorie (§. 16). 

1) Empirische Formel zur Darstcllang periodischer Erscheinungen 95 

Anwendung auf die Temperatar 99 

2) Bestimmung der geographischen Breite und der Biegung des 

Fei*nrohrs aus Zeuithdistanzeu 102 

3) Berechnang der Declination, der geographischen Breite and der 

Biegung aus Zenithdistanzen 105 

4) Ausgleichung von Seiten und Winkeln in einem Vielccke . . . Ill 

5) Bestimmung des Absorptions - Coef ficienten von Gasen in Wasser 116 

6) Naherungsweise Berechnung von K x*-|-y* 118 

7) Eine Gerade zu zieh«n, die einer gegcbenen krummen Liniemdg- . 

lichst nahe kommt . 121 

Berechnung der Winkel aus den an einer Station gemachtea 
Beobaehtungen (§. 16). 

1) Fall blosser Repetitionsbeobachtungen 124 

2) Fall blosser Richtungsbeobachtungen 126 

3) Gemischter Fall 131: 

4) Vereinigung von Repetitionsbeobachtungen mit verschiedenen In7 

strumenten 188 

Gesammtausgleichung der Winkel in einem geodatischen Drei- 
ecksnetze (§. 17). 

1) Ansatz der Bedingungsglcichungen 135 

Verschiedene Arten derselben. Fall mebrerer Grundlinien; ebenso 

ganz genauer Winkel 141 

Aufsuchung sammtlicher Bedingungsgleichungen BesseTsNetz 145 

2) Ausgleichung der Winkel im ganzen Netze (§.18) 149 

a)'Bei blossen Richtungsbeobachtungen — 

b) Bei blossen Repetitionsbeobachtimgen 155 

3) Einschiebung von Objecten in ein ausgeglichenes Netz .... 157 
A n h a n g. Ueber die Bestimmung der Unbekannten aus denjenigen Glei- 

chungen, die nach der Methode der kleinsten Quadratsummcn 
gebildet sind 165 






Einleitung. 



Satze ans der Wahrscheinlichkeitsrechnung, yon denen wir 
im Folgendeii Gebrauch machen wollen. 

I. 

Hangt das Eintreten eines Ereignisses von uns ganzlich 
unbekannten, oder doch in ihrer Wirkung keineswegs zu berech- 
nenden Ursachen ab, so sagen wir, es hange von zufalligen 
Ursachen ab, d. h. wir erklaren, wir seien nicht im Stande, zum 
Voraus zu bestimmen^ ob gerade dieses oder auch ein anderes 
Ereigniss unter denselben Verhaltnissen zum Vorschein kommen 
wer4e. 

Befinden sich etwa in einerUme 20 weisse und 10 schwarze 
Kugein, die fiir das Gefuhl gar nicht zu unterscheiden sind, und 
man greift blindlings in die Ume hinein, um eine Kugel heraus- 
zuholen, so ist es im Voraus nicht moglich zu bestimmen, ob ge- 
rade eine weisse oder eine schwarze Kugel werde erhalten werden. 
£iS ist also das Eine, wie das Andere zufallig; freilich muss in 
diesem Falle eines der beiden eintreten. 

Bleiben wir noch weiter bei diesem Beispiele stehen, so ist 
klar, dass man denn doch eher darauf zahlen wird, eine weisse, 
als eine schwarze Kugel zu erhalten, einfach darum, weil die 
ersteren in grosserer Anzahl vorhanden sind als die letz- 
teren. Man pflegt deshalb im gewohnlichen Leben zu sageuy es 
sei wahrscheinlicher, eine weisse Kugel zu erhalten, als eine 
schwarze. Man bezeichnet hiemit also ein gewissermaassen un- 
bestimmtes Gefuhl, es werden, wenn man eine Kugel hersuBi)immt 
und dieselbe sogleich wieder in die Urne zuriicklegt, .jUfi einem 

Dienger, Methode der kleiusteu Quadratsummen. i 
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sehr yielmal wiederholten derartigen Herausnehmen, im Ganzen 
mehr weisse als schwarze Kugeln erschienen sein. Ja 
man wird durch das einfache natiirliche Gef'uhl darauf geleitet, 
auszusprechen, dass bei solchen sehr oft wiederholten Ziehungen 
schhesslich doppelt so viele weisse als schwarze Kugeln heraus- 
gekommen sein werden, eben weil auch doppelt so viel weisse als 
schwarze Kugeln sich in der Urne befinden. Dabei muss man 
aber wohl beachten, dass bei einer einmaligen Ziehung ebenso 
wohl eine schwarze als eine weisse Kugel zumVorschein kommen 
kann, d. h. dass beide Falle gleich moglich sind. Gleich 
wahrscheinlich sind sie aber nicht. 

Verallgemeinem wir das Gesagte, so konnen wir nun das 
Folgende aussprechen: Konnen aus ein- und derselben Quelle 
(Urne) eine gewisse Anzahl Ereignisse als gleich moglich hervor- 
gehen (Erscheinen einer weissen oder einer schwarzen Kugel) und 
man theilt alle diese moglichen Ereignisse in zwei Gruppen ab, 
wovon die eine n, die andere m Falle enthalte (20 weisse und 
10 schwarze Kugeln), so darf man darauf zahlen, dass wenn man 
sehr vielmal ein Ereigniss hat eintreten lassen, diese eingetretenen 
Ereignisse sich so vertheilen werden, dass die Anzahl derselben, 
die zur ersten Gruppe gehoren, zu denen der zweiten Gruppe 
sich wie w zu m verhalte. Man nennt dies das Gesetzder 
grossen Zahlen, muss aber dabei wohl beachten, dass es nur 
dann zulassig ist, wenn man den ganzen Uergang als 'ahnlich 
dem oben gewahlten Beispiele ansehen kann. 

In derselben Weise lasst sich der Satz fiir drei oder mehr 
Gruppen aussprechen. Befinden sich etwa in einer Urne 15 weisse, 
18 schwarze und 12 griine Kugeln, so darf man annehmen, dass 
wenn man blindlings eine Kugel zieht und dann wieder hinein- 
legt, nach sehr oftmaligem Wiederholen derselben Handlung die 
Anzahlen von gezogenen weissen, schwarzen, griinen Kugeln sich 
verhalten werden, wie 15 zu 18 zu 12. U. s. w. 

n. 

Gesetzt wieder, es befinden sich in einer Urne 29 weisse 
und 19^ dchwarze Kugeln, so wttrden, wenn das Gesetz der grossen 
Zahlen^.^rogleich Anwendung finden konnte, unter 48 Ziigen (wenn 
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jeweils die Kugel wieder in die Ume zuriickgelegt wiirde) noth- 

wendig 29 weisse und 19 schwarze Kugeln sein. Dies ist nun 

vielleicht nicht fiir die 48 ersten Zuge der Fall, wohl aber wenn 

die 48 Ziige sehr oft wiederholt werden. Wenn deshalb ihrer 

zwei mit einander wetten wiirden, so dass A gewanne, wenn eine 

weisse, J3, wenn eine schwarze Kugel zum Vorschein kommt, so 

miisste, wenn das Spiel lange genug dauern wurde, bei gleichen 

Einsatzen nothwendig A in entschiedenen Vortheil kommen. Soil 

Gleichheit im Spiel vbrhanden sein, so muss der Einsatz so ge- 

regelt werden, dass J9 in 19 Mai en so viel gewinnen kann, als 

^ in 29 Malen, d. h. A hat 29 zu setzen, wenn i^ 19 setzt, oder 

29 19 

von dem Gesammteinsaiz tragt A -^^ B nur j^ . Da, bei lange 

29 
genug fortgesetztem Spiele, A auch darauf rechnen kann, j^ aller 

19 
Falle fiir sich zu haben, B nur j^, so wird dann wirklich Gleich- 
heit im Spiele vorhanden sein. Wollte man dies gleich auf einen 

29 
einzigen Fall ubertragen, so wUrde man sagen: wemi A -j^ wet- 
ten kann, dass der betreffende Fall fiir ihn gunstig sei, so kann 

B nur 75" wetten. 
4o 

Von diesem Gesichtspunkte aus sagt man nun, die Wahr- 

scheinlichkeit, bei einem blindlings geschehenden Zuge eine weisse 

29 
Kugel zu erhalten, sei ^o"? wahrend die, eine schwarze zu erhal- 

19 
ten, nur 73" ist, und man versteht also unter der Wahrschein- 
4o 

lichkeit eines kommenden Ereignisses die Anzahl der 

fiir das Eintreffen giinstigen Falle, dividirt durch die 

Anzahl aller moglichen Falle, immer dabei verstanden, dass 

der ganze Hergang ein ahnlicher ist, wie der mit der Ume und 

den Kugeln. 

Befanden sich in einer Urne 16 weisse, 15 rothe, 18 blaue 

Kugeln, so waren die Wahrscheinlichkeiten , bei blindlings ge- 

schehendem Hineingreifen eine weisse, oder eine rothe, oder eine 

blaue Kugel zu erhalten, beziiglich 7q"» 7q"' To* 

1* 
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Die Wahrscheinlichkeity als mathematische Zahl aufgefasst, 

ist also immer ein positiver achter Bruch, und wenn — dieselbe 

iflt, so heisst dies, unter m gleich moglichen Fallen seien ihrer n 

fur das erwartete Ereignise giinstig. 

Konnen also aus derselben Quelle nur zweierlei Ereignisse 

stammen, deren WahrBcheiiilichkeiten n und n^ sind, so muss 

29 19 
nothwendig w -|- w' = 1 sein, wie etwa obqp — -\' —z=l war; 

konnen nur dreierlei Ereignisse daraus hervorgehen, und sind n, 

w', n" die Wahrscheinlichkeiten derselben, so ist w -f- W -f- n" = 1 

u. s. w. Endlich, wenn wieder nur zweierlei Ereignisse aus der 

betraehteten Quelle stammen, und n, w' ihre Wahrscheinlichkeiten 

sind, so wird man darauf zahlen konnen, dass bei sehr vielen 

Wiederholungen die Anzahlen der eingetretenen Ereignisse der 

beiden Grruppen sich wie n zu n' verhalten werden. So in dem 

Beispiele von Nr. 1. sind die betreffenden Wahrscheinlichkeiten 

20 10 

5^ und «^, und man durfte bei sehr vielen Wiederholungen 

darauf zahlen, dass auf je 20 weisse nur 10 schwarze Ziige kom- 

men; da aber 20 sich zu 10 verhalt, wie ^77 zu xpr, so ist damit 
der Satz gerechtfertigt. 

m. 

Sind unter alien moglichen Fallen auch zugleich alle fur das 

erwartete Ereigniss giinstig, so ist das EintrefFen des letzteren 

gewiss, und wenn man gemass II. die Wahrscheinlichkeit des- 

selben kennen will, so erhalt man 1 fiir dieselbe, so dass also 1 

das mathematische Zeichen der Gewissheit ist. Sind in einer 

Ume nur 20 weisse Kugeln, so ist die Wahrscheinlichkeit, beim 

20 
blinden Hineingreifen eine weisse Kugel zu erhalten, -^ = 1, d. h. 



man erhalt gewiss eine solche. 



m 



Kennt man femer die Wahrscheinlichkeit — eines kommen-> 



n 



den Ereignisses, so ist 1 die Wahrscheinlichkeit des Nicht- 
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eintreffens des fraglichen Ereignisses. Denn unter n moglichen 
F'allen sind ihrer m fiir das Eintreffen des Ereignisses, also ihrer 
n — m fiir das Nichteintreffen giinstig. Somit ist — gemass II. — 

die Wahrscheinlichkeit des NichteintreflFens = 1 . Sind 

n n 

in einer Time 68 Kugeln, von denen 22 weiss sind, so ist die 

22 

Wahrscheinlichkeit, eine weisse Kugel zu erhalten 5^, die eine 

bo 

solche nicht zu erhalten 1 — — = — , wie naturlich , da ja 46 

anders gefarbte sich in der Urne befinden. 

Kann ein Ereigniss eben so leicht eintreffen, als es nicht ein- 
treffen kann, so ist die Wahrscheinlichkeit seines Eintreffens = 

-5 , da dann die seines Nichteintreffens 1 — -r- , d. h. auch = -r ist. 

IV. 

Stammen aus derselben Quelle mehrere Ereignisse A, B^ C^... 
und man kennt die Wahrscheinlichkeit a des Eintreffens von A^ 
die b von B , so ist die Wahrscheinlichkeit, dass entweder A^ 
oder jB eintrifft, gleich a -\- h. 

Seien etwa in einer Urne 20 rothe, 16 schwarze, 14 
gelbe Kugeln, so ist die Wahrscheinlichkeit, eine rothe zu 

Ziehen r^r, die eine schwarze zu erhalten ^7: ; socht man aber 

die Wahrscheinlichkeit, entweder eine rothe, oder eine schwarze 
Kugel zu Ziehen, so sind jetzt 36 Falle unter 50 giinstig, 

also ist die gesuchte Wahrschemlichkeit = 77^ = r7\'^T7\9 

was den Satz beweist. Sind a, 6, c,... die WahrscheinEchkeiten 
der Ereignisse A, B, (7, ..., die sammtlich aus derselben Quelle 
stammen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass entweder A, oder B^ 
oder C, . . . eintrifft, gleich a -f- 6 -|- c -f- . . . . (Natiirlich iiber- 
steigt diese Sunune niemals die Einheit) 

V. 

Sind a, b die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse A und B^ 
so ist die Wahrscheinlichkeit, dass beide zugleich eintreffen = a6. 
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Man habe zwei Umen, in der einen seien 21 schwarze und 

32 weisse, in der anderen 16 schwarze und 25 weisse Kugeln, so 

ist die Wahrscheinlichkeit , aus der ersten eine schwarze Kugel 

21 . 
zu Ziehen = ^, die aus der zweiten eine solche zu erhalten = 

16 

-JY . Sucht man nun die Wahrscheinlichkeit, beim gleichzeitigen 

Hineingreifen in beide Urnen in jeder Hand eine schwarze Kugel 
zu erhalten, so wird man beachten, dass jede der 53 Kugeln der 
ersten Urne mit jeder der 41 aus der zweiten zusammen ersch ei- 
nen kann, dass also 53 . 41 Falle des Zusammentreffens zweier 
Kugeln gleich moglich sind; aus deniselben Ghrunde sind 21.16 
Falle des Zusammentreflfens zweier schwarzer Kugeln moglich, 
und mithin ist die Wahrscheinlichkeit, dass gerade ein solcher 

Fall erscheine, gleich t^—t:; > nnd da dies = ^^ • jt-^ ^^ ^^^ d*" 

mit der Satz erwiesen. 

Sind a, 6, c, . . . die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse A, 
jB, C, . . ., so ist die Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Ein- 
treffens aller gleich abc , , . , 

Man muss dabei aber wohl beachten, dass die einzelnen Er- 
eignisse von einander unabhangig sein miissen, so dass man sie 
immer dem gleichzeitigen Ziehen von Kugeln aus verschiedenen 
Urnen vergleichen kann. 

VI. 

Wenn ein beobachtetes Ereigniss von verschiedenen, ur- 
sprunglich gleich moglichen Ursachen herriihren kann, und man 
ist im Stande, zum Voraus die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 
(abgesehen von seinem durch Beobachtung wahrgenommenen Ein- 
treffen) zu berechnen unter der Annahme, irgend pine bestimmte 
dieser Ursachen bestehe, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese 
bestimmte Ursache beim wirklichen Eintreffen bestanden habe, 
d. h. dass das beobachtete Ereigniss aus ihr hervorgegangen sei, 
ein Bruch, dessen Zahler eben die Wahrscheinlichkeit ist, die 
man zum Voraus fiir das Eintreffen des Ereignisses erhalten 
wurde, wenn man diese Ursache als bestehend annahme, und des- 
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sen Nenner die Summe aller der ahnlichen Wahrscheinlichkeiten 
fiir alle urspriiDglich gleich moglichen Ursachen ist. 

Um den angegebenen Satz zu verdeutlichen und zugleich zu 
beweisen, wollen wir iiiis auf einem Tische n gleiche Felder den- 
ken, auf deren jedem sich 'dieselbe Anzahl s von Kugeln befinde. 
Auf dem ersten Felde seien yon den s Kugeln ihrer m^ weissy 
auf dem zweiten ihrer niQ^ , . ., auf dem nten ihrer m^; der Rest 
bestehe jeweils aus schwarzen Kugeln. Man lasse nun, ohne dasts 
ein Besehen erlaubt ist, eine Kugel vom Tische wegnehmen, wo- 
bei wir voraussetzen, dass es dem Wegnehmenden gleich bequem 
ist, zu einem beliebigen der Felder zu gelangen, und man sehe 
eine weisse Kugel weggenommen. Man sucht nun die Wahr- 
scheinlichkeit, dass dieselbe gerade von dem rten Felde komme. 

Man sieht leicht, dass dieser Fall den allgemeinen ganz gut 
darstellt Die n Felder sind n Ursachen, die alle zum Voraus 
gleich moglich und gleich wahrscheinlich sind, da sie alle gleich 
viel Kugeln enthalten; die weisse Kugel, die weggenommen wird, 
ist das eingetretene Ereigniss. Die Schlusse also, die wir aus 
diesem Beispiele ziehen, gelten sofort allgemein. 

Abgesehen von dem Eintreten des Ereignisses, ware die 
Wahrscheinlichkeit, dass man eine weisse Kugel von dem Isten, 

2 ten, . . . Felde erhielte, gleich — , — , . . . . Nun ist eine 

weisse Kugel erschienen, und man fragt bloss nach der Wahr- 
scheinlichkeit, dass sie vom rten Felde herkomme. Auf diesem 

sind nir weisse Kugeln, wahrend im Ganzen mi-\-m2 -| 1-^« 

weisse Kugeln vorhanden sind; demnach ist die Wahrscheinlich- 
keit, dass die erschienene eine von dem rten Felde sei, gleich 

i r-^ 1 . Da aber diese Grosse auch gleich 

mi -|- ^2 + • • • + m„ 

m 



r 
8 






SO ist damit unsere Behauptung gerechtfertigt. 

Dies sind die Satze aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die 
wir zu Hiilfe nehmen werden. Anwendungen anderer Art, wenn 
sie gleich zum klaren Verstandniss derselben beitragen wiirden, 
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konnen hier nicht davon gemacht werden. Zum Voraus wollen 
wir, ein fiir alle Male, bemerken, dass wenn zuweilen die gemach- 
ten Anwendungen etwas gezwungen erscheinen sollten, man bei 
der Natur des Gegenstandes wohl beachten muss, dass es sich 
immer nur um das Zulassigste handeln kann. Wir werden jedoch 
suchen, die Anwendungen so ungezwungen als moglich zu machen. 



Theorie der Ausgleichung der Beobachtungs- 
fehler mittelst des Grundsatzes der kleinsten 

Quadratsummen. 



§. 1. 

Beobachtungsfehler. Wahrscheinlichkeit eines solchen, 
alfl Function seines Wertbes. Maass der Genauigkeit der Beob- 

achtungen. 

Alle Beobachtungen von Werthen gewisser Grossen miissen 
WIT als mit Fehlern behaftet ansehen, da uns sicher kein Mittel 
zu Gebote steht, bestimmen zu konnen, ob der gefundene Werth 
auch wirklich der wahre Werth, der zu bestimmen war, ist oder 
nicht. Wir werden ohnehin auch schon dadurch zu dieser An- 
nahme gezwungen, dass mehrfach wiederholte Beobachtung der- 
selben Ghrosse verschiedene Werthe fiir letztere liefert, und wir 
also nothwendig jede Beobachtung als fehlerhaft anzusehen haben. 
Diese Fehler nun konnen aus zweierlei Ursachen herriihren. 
Einerseits namlich konnen Fehlerquellen vorhanden sein, die nach 
gewissen Gesetzen wirken, die wir zu erforschen vermogen, wie 
etwa bei Winkelmessungen die unrichtige Aufstellung des Instru- 
mentes u. s. w. Fehler, die aus diesen Quellen stammen, konnen 
(bis auf einen gewissen Grad) mittelst Rechnung gefunden und 
also auch verbessert werden, und sind also in Wahrheit keine 
Fehler mehr, so dass wir von ihnen hier nicht handeln werden. 
Es konnen aber zweitens Ursachen vorhanden sein, deren Wir- 
kung, ja deren Dasein wir nicht zu erforschen vermogen, und die 
unsere Beobachtungen dennoch fehlerhaft machen; solche etwa 
sind bei Winkelmessungen die nicht zu berechnenden Einflusse 
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der Temperatur, nicht angebbare Biegungen einzelner Theile des 
Instrumentes, minder grosse Aufmerksamkeit beim Anvisiren oder 
Ablesen u. e. w. Diese Ursachen heissen wir, da wir ihre Wir- 
kungsweise and die Gesetze derselben nicht kennen, zufallige, 
und die von ihnen herriihrenden Fehler ebenso zufallige Beob- 
achtungsfehler. Von diesen letzteren allein soil und kann bier 
die Rede sein, und wir werden bloss solche verstehen, wenn wir 
kurzweg von Beobachtungsfehlern sprechen. 

In Bezug auf diese Beobachtungsfehler nun werden wir an- 
nehmen miissen, dass bei gut en (d. h. sorgfaltigen) Beobachtun- 
gen, und solche nur setzen wir voraus, Fehler des to seltener vor- 
kommen werden, je grosser, und desto haufiger, je kleiner sie sind; 
ebenso werden wir annehmen miissen, dass positive Fehler (da 
die Beobachtung einen zu kleinen Werth ergab) ebenso haufig 
vorkommen werden, als gleich grosse negative. Theoretisch 
miissen wir annehmen, dass jeder beliebig grosse Fehler moglich 
sei, und konnen erst sagen, dass ein unendlich grosser Fehler 
absolut unmoglich ist. Thatsachlich wird schon ein nur etwas 
bedeutender Fehler nicht mehr vorkommen. 

Denken wir uns nun, ein und dieselbe Grosse — z. B. ein Winkel — 
sei sehr viele Male beobachtet (gemessen) worden, so werden die 
einzelnen Werthe, die man so erhalten hat, sammtlich fehlerhaft 
sein, doch wird man darauf zahlen miissen, dass der kleinen Feh- 
ler weit mehr vorhanden seien, als der grossen, so dass, wenn 
man die Fehler nach ihrer absoluten Grosse sich geordnet denkt, 
von Null an bis zu einer gewissen Granze viele, iiber jene Granze 
hinaus nur noch wenige vorkommen, man also bildlich sagen 
konnte, es seien die Fehler um so dichter geordnet, je kleiner 
sie sind. Daraus ergiebt sich nun aber sogleich weiter, dass wenn 
man eine einzige Beobachtung macht, man in Bezug auf den da- 
bei vorkommenden Fehler eher darauf wird zahlen diirfen, dass 
er klein, als dass er gross sei, mit anderen Worten, es ist wahr- 
scheinlicher, dass man einen kleinen, als dass man einen grossen 
Beobachtungsfehler begehe; moglich freilich sind beide. Fragen 
wir somit nach der Wahrscheinlichkeit, bei einer einzigen Beob- 
achtung einen gewissen Fehler x zu begehen, so wird diese um 
so kleiner sein, als x gross ist, so dass sie sich mit a; selbst 
andert und also eine Function von x ist. Da ferner nur wenig 
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verscfaiedene BeobachtuDgsfehler so ziemlich gleich wahrscheinlich 

sind, so andert sich jene Function nur wenig, wenn x sich um 

wenig andert, und ist mithin eine stetige Function von x. Be- 

zeichnen wir sie durch/(ar), so muss ferner /( — x) =zf{x) sein, 

da gleich grosse positive und negative Beobachtungsfehler gleich 

wahrscheinlich sind; ferner muss diese Grosse mit wachsendem x 

rasch abnehmen, indem halbwegs bctrachtliche Fehler nur sehr 

wenig wahrscheinlich sind; absolut Null wird sie jedoch nur fiir 

df(x) 
a? = 00 sein. Daraus folgt, dass , fiir positive x negativ, fiir 

negative x aber positiv sein muss, wahrend f(x) immer positiv ist. 
Um nun aber die analytische Form der Function /(or) kennen 
zu lernen, werden wir folgende Untersuchungen anstellen. 

Wir woUen annehmen, ein und dieselbe Grosse A (ein Win- 
kel z. B.) sei sehr viele Male gleich sorgfaltig beobachtet 
worden und man habe dafiir die Werthe ai, a2> • • •> «n gefunden. 
Ist nun z der wahre Werth von A, so hat man also die Fehler 
z — ai, z — a2,..., z — a^ begangen. Nun waren die Wahr- 
scheinlichkeiten, iiberhaupt die Fehler z — ai, . , ., z — a,, zu be- 
gehen, dem Vorstehenden gemas8:/(-e — «i)j/(<8^ — «2)i«*'9/('2^ — «n); 
somit ware die Wahrscheinlichkeit, sie alle (nach einander oder 
gleichzeitig ist hier gleichgiiltig) zu begehen (nach Einleitung V.): 
/(«— ai) f(z — 02) . . . f{z — an), welches Product zur Abkiir- 
zung mit P bezeichnet werden moge*). Diese Grosse P hangt 
aber von dem Werthe von z, den man nicht kennt, ab; nimmt 
z verschiedene Werthe an, so ist dies auch mit P der Fall. 
Welchen Werth nun z habe, wissen wir nicht; eben deshalb mils- 
sen wir alle moglichen Werthe zulassen. Seien so -2^1, -?2> -^ts,.. . 
eine Eeihe auf einander folgender Werthe von z', Pi, P2, . . . 
die zugehorigen Werthe von P, so driicken diese letzteren die 
Wahrscheinlichkeiten aus, dass je ein bestimmtes System von n 
Beobachtungsfehlem zum Vorschein kommen werde. Wir konnen 
somit — gemass Einleitung VI. — die Werthe von z als eben 
80 viele Ursachen ansehen, aus denen dasselbe Ereigniss, namlich 



« 

*) P ist also dio zum Voraus berechnete Wahrscheinliohkeit, dass bei n 
auf einander folgenden Beobachtungen der Grosse A die Fehler z — Oi, 
2— a, ,.,., z — an eintreten werden. 
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das Eintreffen von n Beobachtungsfehlem, hervorgehen kann; da 
dieses Ereigniss nun wirklich eingetroflFen ist, so sind die Wahr- 
scheinlichkeiten , dass die eine oder die andere dieser Ursachen 
bestanden habe, d. h. dass ^i , z^^.., der wahre Werth von A sei : 

P\ Pi Ps 



• • • • 



Pi -f" -^2 T" • • . -Pi H" ■f2 "i" • • • Pi -^ P2 -^ • ' '^ 

Die Nenner aller dieser Briiche sind gleich; also ist derjenige der 
grosste, der den grossten Z'ahler hat, somit ist der Werth von z, 
dem der grosste Werth von P entspricht, derjenige, den man als 
den wahrscheinlichsten Werth von A bezeichnen muss. In 
der Unkenntniss des eigentlich absolut wahren Werthes von A 
werden wir sodann jenen als wahren Werth anzusehen haben. 

Hieraus folgt nun, dass derjenige Werth von z, den die 
Gleichung 

^ = 0, d. h. ^ lf{z-a,)f{z-a,)...f(z-an)'] = 0, 

die das Maximum von P bestimmt, liefert, der wahrscheinlichst 
richtige Werth von A sein wird *). Diese Gleichung giebt 

A^—(^2)'''A^—a^)fXz—ai)-^f{z—ai)J{z—a^)...f^^ 
oder wenn man durch/(^ — <^i)'"f(^ — «n) dividirt: 

i(^iz^^g^ + ...^isi^^o. (1) 

f(z—(h) ' fi^ — <h) ' /(« — ««) 

Ist*-^^^ ^ = F(z — ai), d. h. eine bestimmte Function 

f{z — ai) 

von z — ai, so kann man oflfenbar die Gleichung (1) auch schreiben 
F(z-a,) + F(z^a,)^F(z-a,)-{-... + F(iz-a^) = 0, (!') 
aus der nun z zu bestimmen ist. 



*) Man kann zu demselben Ergebniss auch auf Iblgendem Wege gelangen: 
Der wahre Werth von A (d. h. 2) ist unbekannt; n Beobachtungsfehler sind 
gemacht worden, deren Werthe freilich andere sein werden, je nachdem ein 
anderer Werth von z gewahltwird; P ist die zum Voraus berechnete Wahr- 
scheinlichkeit des Eintreffens der n Fehler 2 — «!,..., z — an, wenn z der 
wahre Werth von ^ ist; in der Unmbglichkeit, in der wir uns befinden, Uber 
jenen wahren Werth zu entscheiden, werden wir uns damit behelfen, dass 
wir den Werth von z wahlen, f iir den die Wahrscheinlichkeit des Erscheinens 
von n Beobachtungsfehlem die grosste ist, was unmittelbar zu obiger Glei- 
chung fiihrt. 
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Wit haben aber angenommen, es seien alle gemachten n 
Beobachtungen gleich gut; in diesemFalle nun miissen wir voraus- 
setzen, dass unter den Beobachtungsfehlern ebenso viele positive 
als negative seien, eine Annahme, die um so gerechtfertigter sein 
wird, je grosser n ist; zudem miissen wir uoch voraussetzen, dass 
je gleich grosse positive und negative Beobachtungsfehler vorhan- 
den seien. Genauer gesprochen koramt dies darauf hinaus, anzu- 
nehmeuy es sei die Summe der n Beobachtungsfehler gleich Null, 
d. h^ man habe 

z^a^-\-z — a^-\-...-j-z—an = 0, d. h. ^= ''^+'^+"'""^''% (2) 

mit anderen Worten, man nehme das arithmetische Mittel aus 
den n gleich guten Beobachtungswerthen als den zulassigsten 
Werth der beobachteten Grosse an. Diese Annahme ist eine so 
natiirliche, dass sie von langst her gemacht wurde, ehe man nur 
an die Methode der kleinsten Quadratsummen dachte, und sie 
enipfiehlt sich so unmittelbar, dass wir eine jede andere Methode, 
die nicht auf dieselbe zuriickweisen wiirde, verwerfen wtirden. 
Es darf also die Gleichung (1') keinen anderen Werth von z 
liefern, als ihn die Gleichung (2) auch giebt, was uns auf eine 
nahere Bestimmung der Fimction F fiihren muss. Es werden 
namlich die Gleichungen (1^ und (2) zusammenstimmen, wenn 
F(z — ai) z= k(z — ai), d. h. wenn F(a!) = kx ist. In diesem 
Falle giebt namlich (!'): 

k(z — <h) -\^ ^{^ — a^) "{-•'' -j- k(z — a^) = 0, 

welche Gleichung, nach Entfernung des Factors k^ mit (2) zu- 
sammenfallt. Hiedurch ist nun FQxi) als Function von a voll- 
kommen bestimmty da man offenbar nur eine einzige Form fiir 

jene Function erhalten kann. Da aber F(a:) = %.\ -', so ist 

fj^ = A^, d. h. ^i^ = kx, if{x) =kfxdx = ^+ y, 

wo k und kf Constanten sind. Daraus folgt 

fijxi) = 6^ e ■= ce^ , 
wenn wir e* durch c bezeichnen. Jetzt ist 
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^ = kP{{z-<H) + (^-o,) + . . . + (^-««)], 
j^ = A«P[^ — ai + ^r—o, -I \.z-a,Y + nkP, 

und fiir ^ = «> + ««H h^" , wird f^ zu Null, wahrend 

n dz 

•3— r zu wA;P' wird, wo P' den Werth von P bedeutet, den man 

ttl — T— do — |— • • • -4— CLfg 

erhalt, wenn man z = ' ' ■ setzt. Da dieser 

n 

d^P 
Werth positiv ist, ferner aber -r-j negativ eein muss, wenn P ein 

Maximum sein soil, so folgt hieraus, dass k nothwendig negativ 
ist Setzen wir also k z= — 2 A^ , go haben wir schliesslich 

/(^) = c «-*»-% (3) 

wodurch nun die erste Aufgabe gelost ist. Diese Function driickt 
also die Wahrscheinlichkeit aus, bei einer Beobachtung einen 
Fehler vom Werthea? zu begehen. Sie geniigt alien gemachten 
Anforderungen. Fiir positive und negative x hat sie denselben 
Werth, sie nimmt sehr rasch ab mit wachsendem a und hat ihren 
grossten Werth fiir a? = 0. Die Grossen c und h hangen von x 
nicht ab, sondem sind bestimmte Constanten, die von der Art 
der Beobachtung abhangen. Setzt man «=rO, so ist/(^) = c, 
und es ist also c die Wahrscheinlichkeit, einen fieobachtungsfehler 
= zu begehen. Bei derjenigen Beobachtungsweise, der ein be- 
stimmter Werth von h zukommt, wird also die Wahrscheinlich- 
keit, einen Fehler zu begehen, zu der einen Fehler a zu be- 
gehen, sich verbal ten, wie c zu c«"~**^', d. h. wie 1 zu 6"~**^*; 
je grosser nun h ist, desto kleiner ist das letzte Glied, desto ge- 
ringer ist also die Wahrscheinlichkeit, grossere Fehler zu begehen, 
im Verhaltniss zu Beobachtungsfehlern = 0; desto besser also 
wird auch die Beobachtungsmethode sein. Daraus folgt, dass h 
als Maass fiir die Genauigkeit der Beobachtungsweise die- 
Hen kann. Je besser letztere. desto grosser ist h. 
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-4. 

BeBtimmung der ConstaDten c. Wahrscheinlichkeit, dass ein be* 
gaDgener Fehler zwischen gegebenen Griiuzeii liege. Tafel des 

a 

Integrals yc"** rfar. Wahrscheinlicher Fehler. 


Wir haben gesehen, dass bei einer Beobachtungsweise, deren 
Maass der Genauigkeit h ist, die Wahrscheinlichkeit, einen Feh- 
ler V begangen zu haben, ist c «""***'*; demnach ist (Einleitung IV.) 
die Wahrscheinlichkeit, entweder den Fehler Vj, oder Vg, oder 
V3, . . . begangen zu haben, gleich 

da und h ¥on v unabhangig sind. Sind also ^1,^29^3,.. 
unmittelbar auf einander folgende Werthe, deren Unterschiede 
unendlich klein sind, und ist Vi der erste, v^ der letzte dieser 
.Werthe, so folgt hieraus, dass die Wahrscheinlichkeit, es liege 
der begangene Fehler zwischen v^ und t?„, ist 



^n 



welche Grosse wir durch c^Je""*'"' bezeichnen woUen, lvo das 



•'n 



Zeichen Ze"^*^ bedeutet, man solle die Summe all der Werthe 



n 



nebmen, die man bekommt, wenn man in «-»»«> ^q^ Grosse v 
alle moglichen Werthe beilegt, die von v =.vi bis v = v„ liegen. 
Ist aber € der unendlich kleine Unterschied je zweier solcher auf 
einander folgender Werthe, den wir als sich gleich bleibend an- 
sehen woUen, so ist bekanntlich: 

«S «-*"•* = fe-^^'^^dv, also ^e-^'^' =- fe^^^^^dv. 

V\ Vi V\ 9i 

Daraus folgt nun, dass die Wahrscheinlichkeit, der bei einer 
Beobachtung gemachte Fehler liege zwischen Vi und v^y ist 



if- 






IG ., Beobachtungsfehler zwischen gegebenen Granzen. 

Gane-gewiss liegt er zwischen den Ghranzen — oo und -|-oo; 
demnach muss nothwendig 



£ 



— /«-***'* tit? =1, C = 



•00 
OD 



/ 



e-h^v*dv 



•OD 



e—*^^*dv = -7—, also hat man c = -;r=, 



und endlich 



/(i)=:^ «-»•«•. (30 



Femer ist die Wahrscheinlichkeit, der bei einer Beobachtung be- 
gangene Fehler liege zwischen den Werthen a und ^, gleich 

^fe-^^^d.; (4) 

die, dass er zwischen — a und -f- a liege: . 

V n J V^ v( 

— « 

Man ersieht hieraus, dass die Ermittelung dieser Wahrschein- 
lichkeit auf die des bestimmten Integrals (4) zuriickkommt Sind 

dabei a und j3: 

/5 /s a 

beide positiv, so lAife^^^^dx ^zje'-^^'^dx — y*^-*'^* ^^.^ 

a 

«<0, /3>0, „ ,,Je-^'^^dx=fe-^^'^dx—fe-^^^dx 

— a 

=Je-^^x^dx-\-fe-^^^''dx, 


— /5 a « /5 

a < 0, /3<0, „ „ fe -^'^^dx z=fe-^'''dx =fe-^'^'dx —fe-^^'^dx , 

SO dass es offenbar geniigt, die Werthe des bestimmten Integrals 

/•g— A«x«^^ zu bestimmen. Setzt man hier hx = z^ also h -r— =1, 

so ist 
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f\-..a. = I l.-.az,^fe--as=.^Je-a 



iind ebenso 



/—i, = ^ /-...„ 



welch letztere Ghrosse die Wahrscheinlichkeit auddriickt, der be- 
gangene Fehler liege zwiscben — a und -j-a, d.h. sein absoluter 
Werth iibersteige nicht die Grosse a. 

Von aA = bis (1^ = 2 giebt die folgende, dem y^Berliner 
astronomischen Jahrbuche fur 1834'' eDtnommene Tafel die Werthe 

2 r 

des Integrals -j= / e""** dz . 



«A = 




aA = 




ak — 




ah — 




ak — 




0,00 


0,00000 


0,42 


0,44747 


0,84 


0,76514 


1,26 


0,92528 


1,68 


0,98249 


0,02 


02256 


0,44 


46622 


0,86 


77610 


1,28 


92973 


1,70 


98379 


0,04 


04511 


0,46 


48465 


0,88 


78069 


1,30 


93401 


1,72 


98500 


0,06 


06762 


0,48 


50275 


0,90 


79691 


1,32 


93806 


1,74 


98613 


0,08 


09008 


0,50 


52050 


0,92 


80677 


134 


94191 


1,76 


98719 


0,10 


11246 


0,52 


53790 


0.94 


81627 


1,36 


94556 


1,78 


98817 


0,1S 


13476 


0,54 


55494 


0,96 


82542 


1,38 


94902 


1,80 


98909 


0,14 


15695 


0,56 


57161 


0,98 


83423 


1,40 


952i8 


1,82 


98994 


0,16 


17901 


0,58 


58792 


1,00 


84270 


1,42 


95537 


1,84 


99073 


0,18 


20093 


0,60 


60386 


1,02 


85084 


1,44 


95830 


1,86 


99147 


0,30 


22270 


0,62 


61941 


1,04 


85865 


1,46 


96105 


1,88 


99216 


0,22 


24429 


0,64 


63458 


1,06 


86614 


1,48 


96365 


1,90 


99279 


0,24 


26570 


0,66 


64938 


1,08 


87333 


1,50 


96610 


1,92 


99338 


0,26 


28690 


0,68 


66378 


1,10 


88020 


1,52 


96841 


1,94 


99392 


0,28 


30788 


0,70 


67780 


1,12 


88679 


1,54 


97058 


1,96 


99443 


0,30 


32863 


0,72 


69143 


1,14 


89308 


1,56 


97263 


1,98 


\ 99489 


0,32 


34912 


0,74 


70468 


1,16 


89910 


1,58 


97455 


2^00 


s 99532 

V 


0,34 


36936 


0,76 


71754 


1,18 


90484 


1,60 


97635 




I 


0^6 


38933 


0,78 


73001 


1,20 


91031 


1,62 


97804 




Y 


048 


40901 


0,80 


74210 


1,22 


91553 


1,64 


97962 






0,40 


42839 


0,82 


75381 


1,24 


92050 

■ 


1,66 


98110 

1 
\ 




i 
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Was nun die Benutzung dieser Tafel anbelangt, so wird ein 
Beispiel sie klar machen. Da fiir aA = 1,06, der Werth 

ah 

-7= / e'-'^dz = 0,86614, so ist also die Wahrscheinlichkeit, der 

begangene Fehler sei seinem absoliiten Werthe nach nicht grosser 

als ^^, gleich 0,86614, oder mit anderen Worten, bei 100000 

gemachten gleich guten Beobachtungen derselben Grosse wird 
man darauf zahlen diirfen, dass fiir 86614 derselben der Fehler 

1 Pin 

nicht uber -^7 — hinausgehe. 

Sucht man, mittelst Interpolation, den Werth von a A, fiir 

ah 

den rT= I e-'*dz = 0,5 f = ~j, so ergiebt sich aA = 0,47694, 

welchen Werth wir kiinftig durch q bezeichnen woUen. Daraus 
folgt also, die Wahrscheinlichkeit, der Fehler liege zwischen 

— Y "^^ ~f"r' ®®^ 9"' ^- ^* unter sehr vielen Beobachtungen 

wird man die Halfte haben, deren Fehler kleiner als ~, und die 

n 

andere Halfte, fiir die er grosser als -—•• Man heisst deshalb die 

Grosse -r- den wahrscheinlichen Fehler der Beobachtungs- 

weise; bezeichnet man ihn mit r, so ist 

rh= Q (=0,47694). (5) 



§. 3. 

Wahrscheinlichstc Werthe der Unbekannten, wenn mehr Glei- 
chungen als Unbekannte gegeben sind. Gewicht der Beobach- 
tungen. 

Gesetzt es seien a, y, 2*, . . . der Anzahl nach n Unbekannte 
imd es sei 

ax ~\- by -j- cz -j- - • - z= F 

eine durch Beobachtung zu bestinimende Grosse, so dass etwa 
gefunden werde: 
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f iir a = tti , b = biy . . . : F = Fi, 
„ a = a2 , 6 = 62 ) • • • • ^ = -^2 > 

„ a = a^, b =bm,' ' • : F =i F^, 
man also haben wird: 

ai a? + 61 y + Ci + . . . = i^i, 
a2a!-{-b2y-{-C2Z-\-''- = F^, 

(6) 

in welchen Gleichungen m > w vorausgesetzt wird; femer ai, 
bi9 Ci, ...... ., a^, 6^, c^, ... ale genau bekannt angesehen 

werden, wahrend Fi , Fg , 7^^3 , . . . , F^ durch unmittelbare Beob- 
achtung gegeben sein miissen: so soil nun aus den Gleichungen 
(6) das wahrscheinlichste System der Werthe von a, y, z, . . . 
ermittelt werden. 

Wir haben allerdings vorausgesetzt, es stammen die Glei- 
chungen (6) gewissermaassen aus derselben Quelle ; dies ist jedoch 
ganz gleichgultig. Wenn nur die so eben genannten Bedingungen 
erfiillt sind, so mag es uns einerlei sein, woher diese Gleichungen 
kommen. Ware m = n, so waren die Gleichungen (6) in der- 
selben Anzahl wie die Unbekannten, und wiirden also zur Be- 
stimmimg der letzteren geradezu hinreichen. Dies setzen wir nicht 
voraus, sondern nehmen an, es seien mehr der Gleichungen (6) 
vorhanden als Unbekannte. Waren nun die Werthe Fi^F^^.^yF^ 
sammtlich genau, d. h. fehlerfrei bestimmt, so wiirden, wenn man 
a, y, ^, . . . aus den n ersten bestimmte, die iibrigen durch 
Einsetzen dieser Werthe erfiillt sein miissen. Wegen der unver- 
meidlichen Beobachtungsfehler wird dies aber nicht der Fall sein, 
und daher entsteht die Frage, wie man — nicht die genauen 
Werthe von x, y, z, . . , — wohl aber die wahrscheinlichsten 
finden konne. 

Seien nun Ai, Aj, . . ., ^m ^^ Maasse der Genauigkeit, wie 
sie den Beobachtungsweisen, die Fi, i^2 > • • • > ^m ergeben haben, 
entsprechen (§. 2); i?i, i?2j . • •> v^ die hiebei begangenen Beob- 
achtungsfehler; £1, €39 • • •) €m unendlich kleine Grossen : so sind 
die Wahrscheinlichkeiten, die Fehler Vi, . . ., ^m zu begeheii^ 
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wenn man diese Wahrscheinlichkeiten zum Voraus be- 
rechnet (§. 2): 

Ml .-Ai2„i8 M2 j^t^% fhnjjn * f„ « 

y — c ' n /■ — ^ > • • • 5 -I / — ^ mm, 

mithin die Wahrscheinlichkeit, sie alle zugleich zu begehen (zum 
Voraus berechnet) (Einl. V.): 

Was nun aber Vi, . . ., t?m anbelangt, so sind diese Grossen 
gegeben durch die Gleichungen: 

Vi = tti a? -f- 61 1/ -|- Ci ^ -f- • • • — / 1 , 

• I 

• 1 

Vm = «m^ + ^my + ^m-S^ + ' ' ' — ^ m > 

wenn man sich unter x^ y , z, , . . die wahren Werthe dieser 
Unbekannten denkt. Welches diese wahren Werthe sind, weiss 
man nicht, und muss eben deshalb theoretisch alle moglichen 
Werthe als zulassig erklaren. Je nachdem man also fiir ^, y, 
z, . , . ein anderes System von Werthen annimmt, erhalt man 
auch ein anderes System von Fehlern Vi , . . . , v^ , so dass eine 
jede solche Annahme als eine Ursache anzusehen ist, aus der als 
Wirkung ein gewisses Fehlersystem fliesst. Ein System von m 
Beobachtungsfehlern ist eingetroflfen , und in der Unmoglichkeit, 
die wahre Ursache, d. h. das wahre System von Werthen von 
a? , y , ^ , . . . zu finden , werden wir diejenige wahlen , die die 
grosste Wahrscheinlichkeit fiir sich hat. 

Denken wir uns nun unter x, y, z, , . , irgend ein beliebiges 
aller moglichen Systeme von Werthen dieser Grossen, so ist die 
Wahrscheinlichkeit, dass gerade dieses das rechte ist, nach Ein- 
leitung VL: 

Yn^ 

worin dasZeichen 2J2J..- bedeutet, man solle in 6-(*i*n«+...+*TO«r^«) 
den Grossen i?i, . . . v^ alle moglichen Werthe beilegen, die sie 
haben konnen, wenn a, y, ^y - - - von — oo bis -\~co gehen, und 
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die oflFenbar auch zwiechen — oo imd -(- Qd schwaDken, wobei wir 
etwa die Werthe von ri so ordnen, dass eie um die unendlich 
kleine Grosse 61, die von r, uin £.>9 • • • wachsen. Lasst man 

im Zahler luid Nenner. den gemeinschaftlichen Factor ^ V * ** 
weg, beachtet, dass 

d. h. eine bestimmte iinveranderliche Grosse ist, die wir mit A 
bezeichnen wollen, so ist also die AVahrscheinlichkeit, eines der 
moglichen Systeme von Werthen fiir ^, ?/, ^r, . . , sei das rechte, 
gleich 

A "" 

Daraus folgt, dass wir dasjenige dieser Systeme als das 
wahrscheinlichst rechte, oder kurzweg wahrscheinlichste , zu 
wahleu haben, fiir welches diese Grosse ein Maximum ist Sie 
ist es aber, wenn 

Ai*t^i» + A«*t?2« -I 1- hjv^^ (8) 

ein Minimum ist, wo I'l , 1*2 , . . . , «*»» durch (6') gegeben sind. 

Daraus folgt endlich, dass man fiir x, y, z, . . . diejenigen 
Werthe zn wahlen hat, die die Grosse (8) zu einem Minimum 
machen. Daher riihrt nun der Name der kleinsten Quadrat- 
Bummen. 

Nach der Lehre von den Maxima und Minima miissen nun 
die partiellen Differentialquotienten nach x, y, z, • . . der Grosse 
(8) Null gesetzt werden. Da aber die (8) ist: 

so folgt hieraus, wenn man zur Abkiirzung setzt: 
Ai'ai* + V«!l^ H h ^m^^m^ = [^2«^]» 



Und nun die (8) nach x, y., z, ■ • . diflFerenzirt: 



(9) 
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[A2a2]a? + [h^aU]y + [h^ac]z -\ = [h^aF'], 

welche Gleichungen in derselben Anzahl vorhanden sind, wie die 
Unbekannten a, y , z, , , . , Die CoeflBcienten wiederholen sich 
in eigenthiimlicher Weise. So sind die der ersten Horizontal- 
und Verticalreihe gleich u. s. w. 

Gesetzt die Beobachtungsweisen, die Fi, F2, » • •, F^ g^ge- 
ben haben, seien alle gleich gut, go hat man hi = hj = ••':= hm, 
so dass man in (10) diese Grossen weglassen kann und also 
bloss hat: 

[a2] a -{- lab'jy -{- [ac}z -(-... = [aF'], 

[a6]^ + [62] y + lbc-]z H = [6i^], 

[ac]x + [bcjy + [c2] z -\ = [cF], 



(100 



Denken wir uns nun gewisse Zahlen ^1 , ^2 > • • • > S'm so be- 
stimmt, dass 

9i : 9-2 ' ' ' . ' gm = h"" ' h^ ' " ' ' K^ y (lO'O 

so ist 

V=^V, V = ?■'il^..., A„»2 = ^V; 

91 9i 9i 

setzt man diese Werthe in (10) ein, lasst den jetzt gemeinschaft- 

lichen Factor hi^ weg und multiplicirt Alles mit ^i, so erhalt man: 

[^a2]^ + [>«t]y + b<^c\z -\ = [>«.^], 

[grac]^ + [grfccjy + [^c2]2: -j =\^cF^, ' ^ ^ 

Sind nun ^1, ^2) • • •> i7m ganze (immer positive) Zahlen, so 
kann man diesen Gleichungen eine andere Auslegung geben- 
Gesetzt namlich, man denke sich die erste der Gleichungen (6) 
gi mal, die zweite g^ mal* • • •> ^i® letzte g^ mal geschrieben* 
d. h. man denke sich ^1 + ^2 ^~ * * * H" ^w» Beobachtungen ge- 
macht, wovon die ersten gi alle Fi , die anderen g^ alle F^ , u. s. w- 
gegeben haben, betrachte dann alle ^1 -f- ^2 + • • • + ^m Beob* 
achtungen als gleich genau, so miisste man «, y, ^r, . . . nach 
dem Gleichungsschema (10^ bestimmen. Darin wiirde alsdann die 



m 
m 
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Grosse [a^] offenbar gleich sein gi mal ai^, g,^ mal a2^, . . . bis 
gm mal «^2^ d, h. gleich [^a2] in (11); ebenso [a 6] ware gleich 
[gab'] in (11) u. s.w., so dass man dieselben Gleichungen bekame 
wie (11). Da diese nun richtig sind, so kann man sich die Sache 
auch so vorstellen: 

Bestimmt man giy g^i ' • -y 9m als ganze Zahlen aus (10^0^ 
was immer moglich ist, so ist es dasselbe, als wenn man sagen 
wiirde, die Beobachtung, die F^ gegeben hat, ist gi\ die, welche 
F2 gegeben hat, g^,'. . .; die, welche F^^ gegeben hat, ist g 
mal zu zahlen. Daher riihrt es dann, dass man ^1, ^29 • • •» 9 
die Gewichte der verschiedenen Beobachtungsweisen nennt. Eine 
Beobachtung vom Gewichte 10 ist gleich zu achten zehn Beob- 
achtungen vom Gewichte 1, d. h. wenn man lauter Beobachtungen 
vom Gewichte 1 einfiihren, also nach (10') rechnen woUte, miisste 
man in (6) die dem Gewichte 10 entsprechende Gleichung zehn- 
mal schreiben. 

1st H das Maass der Genauigkeit der Beobachtungsweise 
vom Gewichte 1, R ihr wahrscheinlicher Fehler; ^u ^2? • • •> ^m 
wie oben; ^i, r2, . . ., r^ die zukommenden wahrscheinlichen Feh- 
ler, so hat man 

1 : ^1 : ^2 : • • . : ^'m = ^/^ : ^2 : ^2^ - • • : Am^ ) .^^. 

HR =9, hiTi^ Q, h^r^ = Q, . . ., h^r^ = Q ) 

also auch 

h,^=zgiH^, V = Stairs . .., hm^ = g„,H^; 

R^ , R^ „ R^ ,no.N 

9l 92 9m 

Die Zahlen Ai , . . . , A ^ sind absolute Zahlen, wahrend ^1 > • • • > ^ m 
relativ sind; mit anderen Worten, es ist gleichgiiltig, welche 
Beobachtimgsweise man als die vom Gewichte 1 annehmen will; 
einmal gewahlt, bleibt sie naturlich. Eine nahere Bestimmung 
bleibt dem Folgenden vorbehalten. 

§.4 

Fall nicht linearer Gleichungen. Bedingungsgleichungen. 

Arithmetisches Mittel. 

Wir haben im Vorstehenden vorausgesetzt, die Gleichungen 
(6) seien in Bezug auf j?, t/, ^, . . . von der ersten Ordnun^^ 
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oder hatten, wie man zu sagen pflegt, die lineare Form, let 
dies nicht der Fall, so kann man durch einen einfachen Kunst- 
griff dieselbe herstellen. Seien namlich allgemein die m Gleichun- 
gen (6) von folgender Form: 

9^1 (^> y 5 ^> • • • > «i J hy <^i > • • •) = -'^i > 

qP2(a?, y, ^, . . ., Oa, ftgj ^> • • •) = -^3> . 

• I 

I 

9^»n(.^> y> ^9 • • •> ^m> ^»n> ^m) • • v ^^^^ -^m> / 

worin 9>i9 92« • • • 9 T'm irgend welche Functionen der beigesetzten 
Grossen bedeuten, imd i^i , 7^2 > • • • > -Pm wie friiher durch unmit- 
telbare Beobaehtung geilmden sind. 

Man wahle nun n beliebige der Gleichungen (13) aus und 
bestimme aus ihnen die Werthe von ^, y, ^, . . ., welche wir 
durch a^ii yi ,s Zi , . . , bezeichnen wollen , so werden diese , statt 
a, y, z, . . , in die iibrigen m — n Gleichungen gesetzt , diesen 
zwar im Allgemeinen nicht geradezu genugen, doch, da wir die 
Beobachtungen moglichst genau voraussetzen, werden bedeutende 
Aenderungen jener Werthe nicht nothig sein, um jenen Gleichun- 
gen zu genugen. Man setze also 

a? = a?i + ^', y = yi -f y', z = Zi -{- z\ . , .y (14) 

so werden ^% y', £:',.. . im Allgemeinen Grossen sein, deren 
Producte und hohere Potenzen man vemachlassigen kann. Daraus 
folgt nach dem Taylor'schen Satze, dass 

q>i(aJi+a^,yi+y',Zi+z',...)z==q>T^(a;i,yiyZi,..,)+-^a'+^ 
qP2(^l^-a?^yl^-y^^l^-^,...)===qP2(^l,yl,^l,...)+-^^'+-^ 

wenn man in den partiellen Differential quotienten ^i , yi i ^'i , . • • 
fiir ^, y, ^,... setzt. Demnach werden die Gleichungen (13) zu: 
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wenn man, wie gebrauchlich , die ersten Seiten der Gleichungen 
(13) kurzweg mit 9>i, 9>3i • . •> <pm bezeichnet und hier iiberall 
Xj y^ Zy . . . durch ^i » i/i, 2^1, . . . ersetzt. Dieee GlcichuDgen 
treten dud an die Stelle von (6) und man iibersieht leieht, wenn 
man die Ableitmig des §. 3 nur nochmals durehgeht, dass jetzt 
an die Stelle von (11) treten: 

w.n- +Vf.tv +Wf.n^ + ■ ■ \ 

Hat man hieraus ^9 y', 2rS . . . beetimmt, so geben die (14) dann 

«j y, ir, . . . . 

Es kann sich endlich ereignen, dass neben den Gleichungen 
(6) oder (13) noch gewisse Gleichungen gegeben sind, denen 
XyXjy Zy . . . genau geniigen mussen. Solchc seien etwa: 

M^j^j-^,---) = 0, ^2(^1 y>^5--) = 0,..., ^r{x,yyZy..,) = 0, (16) 

der Anzahl nach r. Mittelst dieser Gleichungen konnte man r 
der Unbekannten durch die iibrigen ausdriicken, ihre Werthe in 
(8) einaetzen und dann nach diesen bleibenden Unbekannten dif- 
ferenziren. Bequemer aber und immer leichter ist es, jede der 
Gleichungen (16) mit einem unbestinimt en Factor 2^*1, ik^y.yikr 
2U moltipliciren und dann die Grrosse 

nach jeder der Unbekannten a, y, z, . . . zu differenziren. Da- 
darch erhalt man n Gleichungen, die in Yerbindung mit den Glei- 
chungen (16) zur Bestimmung der n -^ r Unbekannten: dJ,y,-2r,..., 
hi ^9 • • •y ^r dienen werden. Man erhalt so 
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[«*?]* + [a^i^ly + 0'«^]* H 1- [* jij.= [^«^]' 

• 

zor BestimiDung von or, t/, z, . . . . Haben die Gleicbungen (16) 
nicht die lineare Form, so kann man dieselbe wie oben hervor- 
treten la&^en. Man bestimme aus n der Gleichmigen (6) oder (13) 
die naherungsweise richtigen Werthe von Xj xfy z^.,. und nehme 
wieder die Gleicbmigen (14) an. Da die Gleicbungen (6) in den 
allgemeineren (13) entbalten sind, so geniigt es diese letzteren zu 
betracbten. Alan hat nun die Grosse 

+ "■[ft '' + ^ »- + ^'+-+''. -4+- 

nach ^' , y' , z' , . . . zu differenziren und die Differentialquotienten 
Null zu setzen. Daraus folgt: 






■> (18) 
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wo in 9i, . . ., qPfi»9 ^i> • • •> ^('r ^^^ ^^ Differentialquotienten 
dieser Grossen uberall a^ y, z, . , . durch a?i, r/i, Zi, • • . zu er- 
setzen sind. Die Gleichungen (18) in Verbindung mit 

*^ + 77 ^ + d7 2/' + dT " + • • • = ^ ' 

^^ + •57^ +-^7^ + d7^ +"-=^' ) (19) 

dienen zur Bestimmung von ^', t/', ^r', . . ., ^i, A;2j • • • » ^r • 

Sind alle Beobachtungen gleich genau, 80 sind alle g einander 
gleich (§. 3). Hat man eine einzige Grosse durch directe Beob- 
achtungen zu ermitteln, und sind jFj, . . ., F^, die fur sie erhal- 
tenen Werthe, so hat man fiir (6): 

X z= Fi^ a = F29 . , ', X = Fm J 
d. h. die sammtlichen a sind 1, wahrend alle anderen Constanten 
Null sind. Also ist 

[>«^] =?i +^2 H h^m, [cfab'] = 0, [gf62] = 0,..., 

OFa] = g, Fr + g, F, +.••+ ^m F^ , 
so dass die (11) ist: 

(91 + ^2 H h 9m) ^ = 9lFi + ^2 -^2 H -{- gmFmy 

a,^ 9iPi+92F,-] + gmF^ ^ 

^1 + ^2 H f-gm 

Ist gi = g2 ==»'' = gm 9 so hat man hieraus 

^ ^ iL±Il±U_L±3!L , (20/) 

m 

d. h. das arithmetische Mittel, wie natiirlich, da wir dies in §. 1 

vorausgesetzt Ehe wir in unseren Untersuchungen weiter- 

schreiten, wollen wir zunachst an einigen Beispielen zeigen, in 

welcher Weise die vorstehenden Lehren anzuwenden sind. 

. §. 5. 

Beispiele zu dem Vorhergehenden. 

I. Benzenberg^s VersUche Uber die Abweichuog frei fallender Kbrper 

nach Osten. 

Die Besultate dieser Versuche entnehmen wir der Darstellung. 
von Encke im „Berliner astronomischen Jahrbuche" fiir 1834. 
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S. 285 ff. Die Fallhohe war 262 pariser Fuss; die Besultate 
sind in pariser Linien angegeben; eine positive Zahl deutet auf 
ostliche, eine negative auf westliche Abweichung. Die Yersuche 
sind als gleich genau anzusehen. 



Nr. 




Nr. 




Nr. 




Nr. 




Nr. 




1 


- 3,0 


7 


+ IM 


13 


+ 13,5 


19 


+ 7,0 


25 


— 9,0 


2 


+ 12,0 


8 


- 4,0 


14 


+ 11,0 


20 


+ 7,5 


2C 


10,0 


3 


+ 3,0 


9 


+ 2,0 


15 


+ 9,0 


21 


+ 6,0 


27 


+ 8,5 


4 


+ 13,0 


10 


'+ 2,0 


IG 


— 8,0 


22 


- 2.0 


28 


+ 10,0 


5 


+ 20,0 


11 


+ 12,0 


17 


+ 8,0 


23 


+ 11,0 


29 


+ 5,5 


6 


— 2,0 


12 


+ 7,0 


18 


+ 10,0 


24 


- 4,0 







Als wahrscheinlichsten Werth der ostlichen Abweichung hat 
man hier das arithmetische Mittel aller 29 Resultate zu wahlen. 
Die Sunune der positiven Abweichungen ist 189,5, der negativen 

189,5 — 42 



42, also ist die ostliche Abweichung = 



29 



5,086. 



II. Bestimmang der Schneegranze als FaDCtion der Breite. 

Kamtz (Meteorologie II, S. 173) nimmt an, es lasse sicb 
die Hohe H der Schneegranze darstellen durch . 

wo A und B zWei zu bestimmende Constanten und q> die geogra^ 
phische Breite ist. Er theilt zu dem Ende 10 Beobachtungea 
dieser Hohe unter eben so vielen Breiten mit, und berechnet 
daraus A und B, Vergleichen wir diese Aufgabe mit dem Frii- 
heren, so sind unsere F hier durch Hy x durch A^ i/ durch B 
ersetzt; sammtliche a sind 1, die h sind cos^q). Dadurch erhalt 
man nun leicht die folgende Tafel (wobei die Maasse in Toisen 
gegeben sind, und 1 Toise = 6 pariser Fuss, 1 pariser Fuss 
:= 144 pariser Linien, 443,296 pariser Linien = 1 Meter): 
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Nr. 


(p=z 


F— 


a = 


6 (cos* 9?) 


a«— 


ah=z 


aFr= 


&« = 


hFz=z 


1 


0° 0' 


2475 




1 




1 


2475 


1 


2476 


2 


19"24' 


233G 




0,88966 




0,88966 


2336 


0,79146 


2078,1 


3 


42''39' 


1417 




0,54097 




0,54097 


1417 


0,29266 


766,5 


4 


60« 0' 


800 




0,25000 




0,25000 


800 


0,06250 


200,0 


5 


62n5' 


842 




0,21680 




0,21680 


842 


0,04700 


182,5 


6 


67« 6' 


517 




0,15162 




0,15162 


617 


0,02299 


78,9 • 


7 


67«20' 


500 




0,14852 




0,14851 


500 


0,02205 


74,2 


8 


70" 0' 


550 




0,11697 




0,11697 


650 


0,01368 


64,3 


9 


70»38' 


417 




0,10996 


•J 


0,10996 


417 


0,01209 


45,8 


10 


71"10' 


367 




0,10421 




0,10421 


367 


0,01061 


38,2 



10 3,52870 10221 2,27504 6003,5 

Demnach hat man zur Bestimmung von x und y : 

10x + 3,528702/ = 10221, 

3,52870^ + 2,27504?/ = 6003,5, 

woraus 

_ 2,27504 . 10221 — 3,52870 . 6003,5 _ 
^~ 10 . 2,27504 — 3,528702 — l^^'^^' 

_ 10 . 6003,5 - 3,52870 . 10221 _ ^_„ _ 



mitfain 



10 . 2,27504 — 3,528702 



H= 197,19 + 2337,06 co52 9>. 



III. Darstellung des specifischen Gewichts des legirten Silbers als Function 

seines Feingehalts. 

Karmarsch hat Versuche gemacht, das specifische Gewicht 
S des mit Kupfer gemischten Silbers als Function seines Feinge- 
halts a, letzterer ausgedriickt in Gran, von denen 288 auf die 
Mark gehen, darzustellen. £r nimmt an, es sei 

S = A-{-Ba, 

wo A und B zwei noch zu bestimmende Constanten (a und t/), 
a der Feingehalt (fiir a = 286 hiesse dies, in 288 Theilen Mi- 
schung sind 286 rein Silber), S das verlangte specifische Gewicht 
ist In unserem Fruheren sind die F durch aS , die ^ und y durch 
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A und B ersetzt, alle a sind 1, die 6 gleich a, alle g einander 
gleich; demnach ab =:r b, aF = F^ a^ = 1. Die Versuche sind 
nun (entlehnt der Abhandlung von Wittstein in Navier's Dif- 
ferential- und Integralrechnung) : 



Nr. 



«(=&) = 


^(-F)- 


Nr. 


«(=&) = 


^(=iO- 


Nr. 


«(=6)- 


S(-F)= 


286 


10,492 


33 


259,2 


10,291 


65 


190 


9,931 


»i 


10,487 


34 


11 


10,281 


66 


168 


9,810 


n 


10,458 


35 


1^ 


10,272 


67 


11 


9,776 


« 


10,480 


36 


252 


10,260 


68 


11 


9,767 


»» 


10,505 


37 


250 


10,265 


69 


11 


9,765 


« 


10,497 


38 


11 


10,261 


70 


11 


9,744 


V 


10,467 


39 


11 


10,257 


71 


11 


. 9,766 


284 


10,464 


40 


11 


10,250 


72 


11 


9,768 


266,4 


10,374 


41 


11 


10,252 


73 


162 


9,746 


»> 


10,345 


42 


240 


10,237 


74 


150 


9,663 


?i 


10,351 


43 


11 


10,211 


75 


»i 


9,662 


n 


10,355 


44 


11 


10,211 


76 


11 


9,646 


» 


10,373 


45 


11 


10,208 


77 


11 


9,640 


264 


10,332 


46 


11 


10,207 


78 


11 


9,667 


261 


10,306 


47 


11 


10,204 


79 


11 


9,662 


260 


10,312 


48 


11 


10,202 


80 


11 


9,681 


9» 


10,274 


49 


11 


10,190 


81 


11 


9,672 


»» 


10,321 


50^ 


^ >• 


10,198 


82 


144 


9,637 


259,2 


10,314 


51 


1' 


10,202 


83 


126 


9,532 


» 


10,309 


52 


11 


10,203 


84 


108 


9,439 


i» 


10,296 


53 


11 


10,189 


85 


96 


9,385 


»» 


10,282 


54 


216 


10,100 


86 


11 


9,383 


»j 


10,297 


55 


i» 


10,092 


87 


90 


9,333 


i» 


10,316 


56 


11 


10,072 


88 


11 


9,306 


i> 


10,315 


57 


11 


10,067 


89 


11 


9,317 -' 


9> 


10,302 


58 


11 


10,074 


90 


64 


9,20%r- 


91 


10,289 


59 


i» 


10,073 


91 


11 


9,1M ■ 


»» 


10,289 


60 


11 


10,055 


92 


63 


9,196 


n 


10,271 


61 


213 


10,068 


93 


11 


9,287 


9» 


10,300 


62 


193 


9,944 


94 


11 


9,153 


19 


10,288 


63 


192 


9,890 


95 


11 


9,197 


1» 


10,273 


64 


190 


9,888 






• 



1 

2 
8 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
S2 
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Quadrirt man sammtliche b und addirt die Quadrate, 80 er- 
halt man [6=] ^ 4596195, ebenso [ft /'] = 202413,6 , wahrend 
[«3] = 95, [«6] = [6] = 19959,4, [a /']=:[F]= 952,388, bo daes 
95 a! + 19959,41/ = 952388, 
19959,4 ar + 4595195./ =: 202413,6. 
Hieraus folgt 

4595195 . 952388 — 19959.4 . 202413,6 



95 



95 . 4595195 — 19959,4* 
, 202413,6 — 19959,4 . 952,388 



- = 8,81297, 



95 . 4595195 — 19959,4* 



= 8,81297 + 0,0057695 «. 



IV. Ansgleichung von WinkelD um eincn Pnnkt herum. 

I im Punkte M (Fig. 1) gemessen (entnommen den 
1 Beetimmungcn im konigl. preuBB. KegieningBbe- 
1 Vorlander", S. 16): 




t dem Gewi 



ichte 40, 
30, 



30, 
10, 



40, 
25, 
50. 
Die Winkel einS dabei in neuerer 
rechter ;^ JOOo, 1« = 100', 
angegeben, die Gewichte 
den EepetitionBzahlen propordonal (vergl. 
U). 
Bezeichnen wir derKiirze wegen die 
zwolf gemessenen Winkel mit I, II,..., XU, 
eo beatehen zwiscben denselben folgende 
Gleicbungen: 
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vi = v— IV, vii = n— I— V, x = ix— VII, 
xi = ix— vm, xu = iu— u— X*), 

welche fiinf Bedingungsgleichungen nothwendig sind, da in Wahr- 
heit nur sieben verschiedene Winkel bestehen. Wir wollen nun 
als genaherte Werthe der zwolf Winkel 1,..., Xll die oben an- 
gegebenen Werthe wahlen, und denselben Correctionen bei- 
fiigen, die wir durch (1), (2), . . ., (12) bezeichnen wollen, so 
dass also etwa I = 52® 14' 89,77" -|-(1) ist. Alsdann heissen die 
Gleichungen (6) des §.3 jetzt: 52© 14' 89,77"-f(l)= 52oU' 89,77" 
u. s. w., so dass man jetzt die Gleichungsform des §. 4 erhalt, 
wo (pi = 52^ 14' 89,77", j^i = (pi u. s. w. Man sieht also, dass 
man folgende Gleichungen hat, denen wir ihreGewichte beifiigen: 
(1) = (G.40), (2) = (G.20), (3)=0 (G.20), (4)=0(G.30), 
(5) = (G. 10), (6)=0 (G.30), (7)=0 (G.30), (8)=0(G.30), 
(9) = 0(G.20), (10)=0(G.40), (11)=0(G.25), (12)=0(G.50), 
wahrend, wenn man in die Bedingungsgleichungen fiir VI eetzt 
280 27' 86,20" -f- (6) u. s. w., dieselben werden (Alles in Secun- 
den ausgedriickt) : 

9,75 = (5) -a) -(6), (7) -(2) + (1) + (5) = 4,64, ) 
(9)_(7)- (10) = 1,12, (U) -(10) + (8) = 18,46, (a) 
(3) _ (2) — (10) — (12) = 24,68. ) 

Also muss 

40.(1)» -|- 20.(2)2 _|_ 20.(3)« + 30.(4)» + 10.(5)« -f 30.(6)« 

-|- 30.(7)« + 30.(8)«-f 20.(9)!'-|-40.(10)2-f 25.(11)«-|-50.(12)» 

+ 2*1 [(5) - (4) - (6) - 9,75] + 2 k, [(7) _ (2) + (1) -f (5) - 4,64] 

-{-2k, [(9)-(7) - (10) - 1,12] + 2 Z:4 [(H) - (10) + (8)- 18,46] 

+ 2 *5 [(3) - (2) - (10) - (12) - 24,68] 

ein Minimum sein (wobei wir wie oben 2ki, . . . statt ki geschrie- 

ben, was gleichgfijtjgjiiigt). Differenzirt man nun nach (1),..., 

imd setzt die Diif<Q|rjeAl9U = 0, so erhUt man foltfi 

zwolf Gleichunge^l^ 

40 . (1) + Aj = 0, (».(2) — Aj — ^5 =0, iO.(S)-{-kt 
30 . (4) — ifci = 0, 10.(5) + yfci -f/fci, =0, 30 . (6) ~ ib, = 0» 
30.(7) + kt — k,= 0, 30.(8) -\- kt =0, 20.(9) -f *. = 0, 
40.(10) — /fc8 — A;4 — A:j = 0, 25 .(11) +yi:4=0, 50.(12)— A^issO, 

*) D. h. CMD = BMD - BMC, DS1E= AME - AMS-^BMD, 
EMG=DMG-DME, FMG=DMO—DMF, GMH=AME—AMB—EMO. 
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au8 welchen Gleichungen, indem man ki,..., k^ eliminirt, fcdgt: 

20.(2) + 40 . (1) — 50 . (12) = 0, 20.(3) + 50.(12) = 0, 
10 . (5) 4- 30 . (4) — 40 . (1) = 0, 30 . (6) — 30 . (4) = 0, 
30.(7) — 40.(1)4-20.(9) = 0, 30.(8) — 25 . (11) = 0-, 
40. (10) 4- 20.(9) + 25. (11) — 50,(12) = 0, 
d. h. 
2.(2) + 4.(1) — 5.(12) =0, 2.(3) + 5.(12) = 0, 
(5) + 3 . (4) - 4 . (1) = 0, (6) - (4) = 0, , 
3.(7)_4.(1)_|_2.(9)==0, 6.(8) — 5.(11) = 0, ' ^^ 
8.(10) + 4.(9) + 5.(11) — 10.(12) = 0, 
aus welchen Gleichungen, in Verbindung mit (a) nun folgt: 

(1) = — 1,71, (2)=— 6,11, (3) = 9,54, (4) = — 3,32, (5)=3,11, 

(6) = — 3,32, (7) = — 2,87 , (8) = 5,22, (9) = — 6,96, 

(10) = — 5,21, (11) = 6,28, (12) = — 3,82, 

so dass als' wahrscheinlichste Werthe man hat: 

AMB = 52014' 88,06", DME = 55» 39' 99,43", 
AME = 201 07 26,85 BMF = 68 09 01,94, 

AMH = 334 70 32,20 DMG = 100 73 48,98, 

BMC = 65 24 56,48 EMG = 45 33 49,55," 

BMI)= 93 52 39,36 FMG = 32 64 47,04, 

CMD = 28 27 82,88 GMH= 88 29 55,80. 



§. 6. 

Wahrscheinlichste Werthe and ~wahrscheinliche Fehler von 
Grossen, die Functionen ^ind solcher, welche durch Beobach- 

tung unmittelbar gegeben warden. 

Sind N^ N\ N'\ . . . gewisse Grossto, di^ durch Beobacb- 

tung unmittelbar bestimmt werdea selleHlMI konnen, und man 

^^ukt durch eben diese Be6bachtung f^^v^HMpllipi die Werthe n, 

^wL n^S • • • niit den wahrscheinlicbeu lUBSlm^f ^S ^^S •••(§• 2) 

^^efimden; ist femer V eine Function dor mil&sseajy, N\ JV", •.., 

80 ist wohl selbstverstandlicliy dass der wabrsriimnlichste Werth 

von V der sein werde, den man ei^alt, wenn man fiir Ny JV', 

jY", ... die Werthe n^ n* y n** ^ * . \ setzt '■ "Ee handelt sich also 

Yorzugsweise darum, den wahrscheinlichen Fehler von F zu er- 

mitteln, den man begeht, wenn man fiir ^, N* y N*'y ... die an- 

Pienger, Methode der Ueinsten QoAdratsommen. ^ 



S4 If ■■mV Mm III I F cUcr der rmietioiieii tod 

geg€l>en6n Werthe wahlt Um diese Anfgabe eriedigen m kmnen, 
moreen wir in der folgenden Weise verfahren. 

L Sei a &ne unyeranderlicfae and bekannte Cnrofisey und 
F= aNf Ah. F einc lineare Function von A" der einfachsten Art. 

Unsere Aofgabe bt, wie gesagt, den wahrscheinlichBten Werth 
von V zu ermittelny sowie den wahrscfaeinlicfaen Fehler des so 
geftindenen Werthes anzugeben. Was N anbelangt, so wird diese 
Grosse durcfa unmittelbare Beobachtang erfaalten, und ist fur sie 
n gefunden worden mittelst einer Beobachtungsweise, dcren wahr- 
scheinlicfaer Fehler r ist. Vor aller Beobachtung war demnach 
die Wafarscheinlichkeit 9 einen Fehler v zu begehen, nach §. 2 
gleich 

A|e-M.., wo rA = p r§- 2, (5)]. 

Wahlen wir irgend einen Werth von N, etwa fi als den 
wahren Werth, so ist n — fi der Fehler, den man begeht, wenn 
man den Werth n erhalt , so dass also v = n — fi ist Mit an- 
deren Worten, es ist die Wahrscheinlichkeit, statt des wahren 
Werthes (i den Werth n zu finden; also den Fehler n — f* zu 
begehen : 

Ein Beobachtungsfehler wurde begangen; er ist theoretisch 
ein anderer, je nachdem n eine andere Grosse ist; die Annahme 
dieser Grosse ist somit, wie in §. .3, als eine Ursache anzusehen, 
aus der dann der Fehler n — fi fliesst. Dass also diese Ursache 
bestanden, d. h. dass (ein bestimmt gedachter Werth) ^ d^ wahre 
^erth von N ist^ dafiir hat man, nach Einl. VI., die Wahrschein- 
lichkeit: 

h 





wo das Zeichen 27 wieder bedeutet, es solle in e'^^'C'^^^)* der 
Grosse ^ alle moglichen Werthe beigelegt, und dann die Summe 
aller so erhaltenen Grossen genommen werden. Daraus folgt, 
dass der Nenner von fi imabhangig ist, und wenn wir ihn mit A 
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bezeichnen, so ist also die Wahrscheinlichkeit, es sei (der beliebig 
gewahlte, aber doch bestimmt gedachte Werth) fA der wahre 

Werth von N^ gleich -7e~^*(^~^)*. Denjenigen Werth (i haben 

wir nun zu wahlen, fiir den diese Griisse ihren hochsten Werth 
erreicht, was fiir fi = n der Fall ist, so dass also n der wahr- 
scheinlichste Werth von N ist, wie naturlich, da wir ihn durch 
Beobachtung gefunden, and als solchen Werth also nehmen mils sen. 
Ist aber ft der wahre Werth von N, so ist gewiss a /a der 

wahre Werth von F; bezeichnet man also den wahren Werth von 

fc 
V mit I, so ist | = a/t, also ft = — , iind die Grrosse 



a 



i > 



welche die Wahrscheinlichkeit ausdriickte, dass /i der wahre 
Werth von N war, druckt auch die Wahrscheinlichkeit aus, dass 

I der wahre Werth von V ist, wenn nur a = —. Setzt man die- 

a 

sen Werth ein, so hat man 

— A' in — 

e 



\ a J e a 



and wenn b die unendlich kleine Grosse ist, um die die Werthe 
von I wachsen, man ferner beachtet, dass diese von — qd bis -f- qd 
schwanken konnen, so ist die Wahrscheinlichkeit, f sei der rechte 
Wertlfipftn F, gleich 




.-^:("«-e". ^-S(»a-B-,j '^ 



y;-S(.«-!)- 



OD 



wenn man beachtet, dass der Werth des Integrals im Nenner 
=r= — 7 — ist Daraus folgt, dass f = 7ia der wahrscheinlich- 

8te Werth von F ist, li(k-«*orauszusehen war. Da na — | der 
Fehler dieser Annahme. ist (d. h. wenn | den wahren Werth be- 
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deutet, 80 wird na — | der, freilich unbekaimte, Fehler eeiii, den 
man begeht, wenn man na fiir V nimmt), so ist die yorhin ge- 

fundene Grosse — -7= e a* ^^^ "" ^ also auch die Wahrschein- 

lichkeit, den Fehler na — | = v zu begehen. Vergleicht man 
dies mit §. 2 imd §.3, so ergiebt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, 
dieser Fehler liege zwischen — a und a: 

ha 
a ,8 a 

ay n ^ V ^^ 

Diese Gxosse ist = ^ , wenn 

ha ag 

_ = p, „ = _. 

Daraus ergiebt sich, dass wenn r' der wahrscheinliche Fehler 
ist, den man begeht, indem man na als wahren Werth von V 
nimmt, man haben werde: 

r'A , ag 

Da aber -7- = r, so ist also r' = ar, so dass also an der 
n 

wahrscheinlichste Werth von F, und ar der wahrschein- 
liche Fehler dieser Bestimmung ist. 

n. Sei V=N-}-N^ und seien A, A' so bestimmt, dass 
rh = Q, r'h' = q (§. 2). 

Gesetzt es seien ft, ft' die wahren Werthe von i^*J^', so 
ware vor aller Beobachtung die Wahrscheinlichkeit, aie Feh- 
ler n — ft, n' — ft' zu begehen (die ja begangen werden, wenn 
man n, n' fiir iV, 2V findet), nach §. 2 gleich 




.» 



wo 6, «' zwei unendlich kleine Grossen sind. Die Wahrschein- 
lichkeit, beide Fehler zugleich zu b^ejj^, ware also (Einl. V.): 



SB*hh^ ^^h^n—fiyHJIj^^fji')^ 
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Daraus folgt nun, wie friiher, dass die Wahrscheinlichkeit der 
Annahme, es seien wirklich (die bestimmt gedachten) /i, ft^ die 
Werthe von iV, iV^' ist: 

BB'hh' —.Vi(n^U\'* A'* fn' — ii'^i* 



Daraus folgt, nebenbei gesagt, wie begreiflich, dass n, n' <Ke 
wahrscheinlichsten Werthe von Ny N' sind, da fiir ft = n, /i'=n' 
diese Grosse ein Maximum ist. 

Sind aber 11^,11^' die wahren Werthe von Nj so ist gewiss 
^ -j- ^' der wahre Werth von F, so dass wenn /a -f- ft' = I die 
obige Grosse auch die Wahrscheinlichkeit ausdriickt, nicht nur 
dass ft, ft' die wahren Werthe von N^ N^, sondem auch dass | 
der wahre Werth von V ist, wenn | = /t -[" f*'* ^* ^'^^^ hier- 
aus folgt /t' = I — ft, und wenn ft, ft' alle moglichen Werthe 
durchlaufen, auch | alle moglichen Werthe durchlaufen wird, so 
kann man auch sagen, es sei die Grosse 



^_A«(n-^)«-A'«(n'-$ + fi)« 



if 



WO die 2 sich auf alle moglichen Werthe von ft und | beziehen, 
die Wahrscheinlichkeit, ft und | seien die wahren Werthe von N 
und F. Der Natur der Sache nach konnen ft imd | zwischen 
— 00 und -|-oo schwanken, so dass wenn s, £' unendlich kleine 
Grrossen sind, um welche ft und £ wachsen, die soeben gefimdene 
Grross«.mph gleich ist 

Aber 

A3 (n — ft)« -f A'3 (n' — I 4- ft)* 

/Lo I i.ox/ A'«| + A«n — A'2n'V , AaA'a ., 
= (A2 + A..)(,. Ijgj^,, ^) +j^,^^p^(|-n-n')^ 

und also 
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•4-00 



_A.(„_^y_V.(„'-{+/,).^^^^ 






■00 00 

+ 0D- k^h't 



I 



■OD 






60 dass 

die Wahrscheinlichkeit ist, ft und | seien zugleich die wahren 
Werthe von N und V, Dabei denken wir una natiirlich unter fi 
und I bestimmte Werthe. Wollen wir also diese Grosse etwas 
anders auslegen, so konnen wir auch sagen, sie driicke die Wahr- 
scheinlichkeit aus, der gemeinte bestimmte Werth | sei der wahre 
Werth von F, wenn zugleich auch ft der wahre Werth von N 
ist. Daraus ergiebt sich nach Einl. IV. leicht, dass man fur die 
Wahrscheinlichkeit, | sei der wahre Werth von F, was immer 
auch der wahre Werth von N sein moge, erhalte 

WO das S sich auf alle Werthe von fi erstreckt, wahrend | unver- 
andert ist. Demnach ist diese Grosse auch gleich 

— •0 

AA'£' -ifrpF^^-'*-'*'^' 



die nun die Wahrscheinlichkeit ausdriickt, | sei der wahre Werth 
von F (was auch N und iV' sein mogen). 

Daraus ergiebt sich, dass | = n -)- n' der wahrscheinlichste 
Werth von F ist; ist sodann R der wahrscheinlicbe Fehler die- 
ser Bestimmimg, so ist 
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da, wenn man ■ . fiir A in §. 2 einsetzt, obiffe Grosse die 

Form -7= e^A«»« annimmt*). Aber -^ i= r, ^ = r', so daas also 

w-j-n' der wahrscheinlichste Werth von F, und der wahr- 
acheinliche Fehler dieser Bestimmung gleich V r^ -|- r'2 ist 

III. Sei nun V = aN -]- bN^ ^ wo a und 6 bestimmte 
Constanten sind, so ist nach I. der wahrscheinlichste Werth von 
aN gleich an mit dem wahrscheinlichen Fehler ar^ der von hN^ 
aber hn* mit dem wahrscheinlichen Fehler 6r', so dass nach II, 
(da auch aN und bN' von einander unabhangig sind) der wahr- 
scheinlichste Werth von V ist an -^ bn^ mit dem wahrschein- 
lichen Fehler Va^r'^ -(- 62 ^'2. 

Ist allgemein V=aN-\-bN^'{- cN^^ + • • •, wo a, 6, 
c, . . . Constanten sind, so ist zunachst der wahrscheinlichste 
Werth von aN -{- bN^ gleich an -{- bn' mit dem wahrschein- 
lichen Fehler Va2r2 -(- 62y./2j also nach II. der von (aN-j-bN^) 



*) Es diirfte wohl nicht unnothig sein, zur weiteren Yerdeutlichung dies 
senauer zu erbrtern. Setzt man —7== = £?, so ist 

and drtickt die (theoretische) Wahrscheinlichkeit aus, | sei der wahre Werth 

von F. Nimmt man fiir letztere Grbsse aber n-\-n\ so begeht man, wenn 

I wirklich der wahre Werth von V ist, den Fehler I — n — n' = w, und es ist 

He 
also 77=: 6— ^v* die Wahrscheinlichkeit, bei der Annahme F = n-f-n' den 

Fehler v zu begehen. Wie in §. 2 ergiebt sich hieraus die Wahrscheinlichkeit, 
68 schwanke der so begangene Fehler zwischen — a und -{-«, gleich 

a as 



Diese Grbsse ist — , wenn a JE? = ^ , oder a = i2, so dass also die Wahr- 
scheinlichkeit, der bei der Annahme F = n-\-n' begangene Fehler schwanke 
zwischen ^- R und -|-i2, gleich— ist. Und eben deshalb ist R der wahr- 
scheinliche Fehler jener Annahme. 
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-j- cN^' ran-)- 6n' -(- <?«" mit dem wahrscheinlichen Fehler: 
y^(Va27r:prj27^)2 ^ c^^"^ = Ya^r^ -|- 53^2 ^ c^r''^ u, 8. w. 

Hat man F= ^ + aiV-(- iiV' + <'^" + * • •> wo auch A 
eine Constante ist, so setze man V — -4 = aiV-|-6iV'-|-c i\7'' -[-•••, 
iind hat als wahrscheinlichsten Werth von V — A: an-j-6n'-[-cn"-|-... 
mit dem wahrscheinlichen Fehler Va^r^ -|- t2r'2 -|- c^r"* +•••, 
so dass der wahrscheinlichste Werth von V ist -4-|-an-|-6n'-|-cn" 
-{-•••, mit dem wahrscheinlichen Fehler V^a2r2-j-62r'2-[-(j2,.'/2^.... 

IV. Sei endlich F eine beliebige Function von N^ iV^',..., 
<Ke wir durch/(iV, ^', iV^', . . .) bezeichnen woUen, so werden 
wir immer ^ = n -f- ^N^ N' = n' -\- ^W y . . . setzen diirfen, 
wo z/iV, d N' y . . . immer kleine Grossen sind, indem die wah- 
ren Werthe von N^ iV^', . . . nur wenig von n^ n' ^ * . . verschie- 
den sein konnen. Man hat also 

wenn man nach dem Taylor'schenSatze entwickelt und bei den 
ersten Potenzen von /dN, dN' , . . . stehen bleibt. Nun ist 
/(n, n', n", . . .) eine Constante von der Art derer, die in IIL 

mit A bezeichnet worden; desgleichen sind -j*^, ;7/>«». Constan- 

ten; die wahrscheinlichsten Werthe von ^N^ dWy . . . sind Null 
mit den wahrscheinlichsten Fehlem r, r'. . . .; daraus folgt nach 
III., dass der wahrscheinlichste Werth von V ist/(n, w', n",...) mit 

dem wahrscheinlichen Fehler u^ ( T^^j "hyT/**') '^vlu'^j'^"* 

§. 7. 

Bestimmung der^wahrsch^inlichen Fehler und des Gewichts der 
nach §. 3 erhaltenen Werthe von x, y, z^ 

Gesetzt es folge aus den Gleichungen (11) des §. 3: 

« = «! i^l + "2 i^2 + • h «m ^m > 

2/ = ft ^1 + /'2 ^2 H • + /5m ^m J I (21) 

Z = yiFi -j- ^2^2 -] ' +YmFm9 
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wo cei9 . . •» ttmy fii9 ' • '9 Pm 9 * ' ' keine F enthalten, und seien 
ri, r2, . . ., r„j die wahrscheinlichen Fehler von i^i, . . ., F^ > so 
ist nach §. 6, UL der wahrscheinliche Fehler von a gleich 

V«i^n^ + a2^^a^ + • • • + ^m'^r^^ = "/[a'^**], ebenso der von 
y : V^[/32 r2] , von ^r : V [y2 r2] , u. 8. w. 

Ist dann weiter g das Gewicht von a, sind jfi, jfj, . . ., jf^, 
die Gewichte von i^j, . . ., i^^ , so ist nach §. 3: 

_ 1 1^ J[_ J_ 

also 

^ [a2r2] [a2r2] * * ' [a2r2] * 

woraus auch 

'1 — ^ > '2 — 5 • • • > ' m " 9 

9l 9'i 9m 

«i^n2+«3«r32 + ...4-a^2^^2 = ^[a2^2] j^+^'4...._^^ j , 

I S'l 5^2 fl'm ) 

Demnach sind die Gewichte von x, y, s, . . . : 

^ ^ ^ (22) 



5 • • • 



Es lasst sich diese Bestimmung aber in anderer bequemerer 
Form durcbfiibren. Gesetzt namlich, man ziehe aus den Glei- 
chungen (11): 

xz=Ai \Fag-\ + A, lFbg\ + ^, \Fcg\ + 

y =: B,[Fag\ + B,\_Fhg-\ + B,iFog]Jr , , ,.„, 
z = Ci [iJ'a^] + q, [i^6^] 4- (^ \Fcg-\ -{ ' ^^^^ 

wo ^1, ^j,..., 5i, £3,..., gewisse kein F enthaltende 
Chrossen sind, so sind die Gewichte von x, y, z, . . . ein&ch 
_1_ J_ J_ 

^, ' 5, ' C, ' • • • • 

Um diesen Satz zu beweisen^ woUen wir etwa das Gewicht 
von z bestimmen. Vergleichen wir die Formeln (21) und (23), 
so ist offenbar 



>* 
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• • • 



ako 



ist I— gleich 



= Ci (^1 [a^^'] + ^2 [at^'] + ^3 [«c^] -\ ) 

+ C,(C,{ahg\+ C,\h^g'\ + C,\bcg] + . . .) 
H- C^{C^\_acg\-\-C,\hcg\ + Cs [c^gr] H ) 

wie man sich leicht iiberzeugt 

Denken wir uns nun einmal in den Gleichungen (11) ai^ die 
Stelle von F geschrieben a, so muss offenbar « = 1, y = 0, 
^r = 0, . . . sein; wird b fur F geschrieben, so muss ^ = 0, 
t/ == 1, ^r = 0, . . . sein; schreibt man c fur F, so ist ^ = 0, 
!/ = 0, -^ = 1 , . . . u. 8. w. Daraus folgt also, dass wenn in (23) 
fiir F geschrieben wird a, b, c, . . .^ dann z immer Null ist, 
ausser fiir F = c, wo <^ :=: 1 sein muss; mit anderen Worten, 
es ist 

^1 l^'gl + ^2 [cibg] + Cs [acg-] H = 0, 

Cilabg-] + CiCt^jr] + Ci[6csf] H = 0. 

(7i[ac^] + C,lbcg2 + (78 [c^] H =1. 

so dass nithin *- == Ci , imd — — • = ^r > wodurch offenbar 

obige Behauptung gerechtfertigt ist. 

Man sieht leicht, dass fiir die Gleichungen (15) des §. 4 

ganz dasselbe gilt. Es treten jetzt nur -^ , -7^ , . . . an die Stelle 

von a, b, . . . imd F — 9 an die Stelle der Fy so dass also etwa 

y = A[g(F-<p) g] + A, [giF-,p) ^] + '-; 



Oder auch 
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y=.,,[,Fg]+4f*]+...,-iA[,»S]+4-^f]^j, 

und da nun die letzten Theile gar kein F enthalten, so werden 
nur die ersteren zur Bestimmung des wahrscheinlichen Fehlers 
eintreten (§. 6, 111.). Da ferner, wenn man nur oben iiberall 

-7^, -7^, . . . fiir a, 6, . . ., a?', v'> -?',..• fiir «> V) Zy , . . 
ax ay 

und F — q) fiir F setzt, alles Gesagte seine Riehtigkeit hat, so 

gelten ganz dieselben Resultate. 

Man kann also sagen: Sind in den Fallen der Gleichungen 

(11) oder (15) (in denen also keine Bedingungsgleichungen fiir 

^, t/, <^, . . . gegeben sind) die zu bestimmenden Unbekannten 

x'y y^, z^j . . . durch die Gleichungen 

«! a:' 4- /5i V' + yi -5' + • • • = ^> 

a^x' + /Ja t/' + ya ^' H = ^1 . .c,a\ 



gegeben, wo A, B, C, . . . keine der Unbekannten enthalten, 
wahrend auf den ersten Seiten nur Glieder mit den Unbekannten 
vorkommen, und ist dann in dem erhaltenen Werthe 

von ^' der Coefficienf von A gleich ^1, 
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SO ist — das Gewicht von a?', — von v'5 "" von z* . u.ftifr. Da- 

bei muss die erste Gleichung (24) die sein, die durch DiflFeren- 
tiation nach x' entstanden ist; die zweite muss durch Diflferen- 
tiation nach y* entstanden sein, u. s. w. 

Ist nun r der wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung vom 
Gewichte 1, h das Maass der Genauigkeit dieser Beobachtung; 
^i» ^2>«*«> ^m wie oben die wahrscheinlichen Fehler von i^i,..., 
Fm 9 deren Gewichte g'l, . . ., gnr sind; /h) ^) • • •> ^m dieMaasse 
der Genauigkeit fiir diese Grrossen; sind fierner R^ Hi die ent- 
sprechenden Grossen fiir ^', iZg, JB2 fiir j/', u. s. w., so ist (§. 3): 
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^ *^i 11 h 



also 



ea r2 JSja ^ ' 



|>2 |>3 7>8 

n^ = —, r3« = —,..., r^2= — 



i2i2 = «ir2, JK22 = ^2r2, 2232 = ^3 r2,..,, 
und 
Ar = Ai ^i = • • • = A,» r^ = JS^i 22i = JS^ i?2 = -Ha -S3 = •••==(> (§• 3). 

Hat man irgend eine Function von ^', t/', z',... (oder a?, t/, 
^r,..., wenn die Gleichungen (11) beniitzt wurden), so setzt man 
fiir a*, i/', <^',... ihre Werthe (21) oder (23) ein und hat dann 
diese Function nun als Function der durch unmittelbare Beobach- 
tung gegebenen Grossen F dargestellt, so dass mit ihr nach §. 6 
verfahren werden kann. 

Wir wollen dies anwenden auf die Function 

wo wohl auch ^', y', jer', . . . fiir Xy y^ Zy . . . stehen konnte, 
wenn man (15) angewendet hatte. Setzt man fiir a^ y^ z, , . , 
die Werthe (23), so ist 

i = Ao + *i (A IFag-] + A, [F6^] H ) 

+ h(B^lFag'] + B^lFbg} -| ) 

-j- . . ., 

so da^Moach §. 6, III. der wahrscheinlichste Werth von K der 
ist, d^irman bekommt, wenn man fiir die F ihre bekannten 
Werthe, oder kiirzer fiir asy y^ z, . , . ihre gefimdenen Werthe 
einsetzt. Das Quadrat des wahrscheinlichen Fehlers dieser Be- 
stimmung ist dann 

+ *8(^«ifl'i + C^bigi -\ ) -j ]*ri2 

+ [*i (^i«2S^a 4- 4j ^2 5^2 H ), + *2 (Bio^gi + B^ h^g^ +•••) 

'\'h(Ci<hg% + ^2^2 5^2 H )+---]'V 



• • • • 
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Betrachten wir den erttm Thefl und beadjllb, dass gi^ri^=gi r>, 
so ist er, wenn wir diesen geineup§ohaftKehen Factor weglassen: 

+ *8« ((^ ai + ^2 ti 4- Ci ci + ...)» + .. . 

-^ ikilcQ {Ai oj -■{- A^bi + . . .) {Bi oi -f- ^2 ^i + • • •) 

+ 2*1*8(^101 + A^h + . . .) (CiOi + C^h +. ..) 
■ I " • • • • 

Die iibrigen erhalt man hieraus, wenn man in g, a, b^ c,... 
Btatt des Zeigers 1 setzt 2, 3,..., m. Addirt man sodann aUe 
Grossen, so sieht man, dass man erhalten wird (wo r^ wegge- 
lassen) : 

1) als Factor von *i«: 

A (Ai lo.'^g'] + A \p,ig\ + A \acg'\ + . . .) 
+ A^ {A^ \abg-] + ^ \h^g^ + ^ \bcg-] + . . .) 
+ Az {Ai [acg'] + A^ \bcg'\ + ^ [c^jr] + • • •) 

2) als Factor von ^a^ eben so B^^ als Factor von k^^ : Cs 
u. s. w.; 

3) als Factor von 2*1*3: 

A (Bi [a^g^ + B, [abg-] + B^ [acg] + . . .) 
+ A, (5i [aigr] + B, [6^] + ^3 Ibcg-] + . . .) 

~f" • • • ^= Aj2 

Oder auch 

^l(A[«V]+^2[«6S'] + ...) 

+ B, (A, [abg-] + ^ [b^g] + . . .) 
+ . . . = 5i *p- 

Bo dass auch A^ = Bi ist; 

4) als Factor von 2*1*3 ebenso^8=(7i, von 2*1*4: -44 =rl?i,.,,, 
von 2*2*8 : -Bs = ^2 ^' s. w., 

, BO dass also das Quadrat des wahrscheinlichen Fehlers von K: 

fHA*l^ + 2^*i*2 + 52*2^ -f 2^*1*8 -f 2^8*2*8 + Csh^-...), 

Oder wenn man beachtet, dass 

A^ = Bi y A^ = Ci , JD3 = C^ 9 • • • 9 
BO ist dasselbe 
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r2 [ ki (Ai A^ + ^2 *j + i4ft ^3 -(- . . .) 

+ h(B,ki + »2*3 + ^3^8 + . . .) 

+ ••• ' ]. 

Beachtet man die Gleichungen (23), so wird man dieses Er- 
gebniss auch in folgender Form aussprechen konnen: 

Gesetzt man seize statt der zweiten Seiten der Gleichungen 
(11) oder (15) bezuglich ^i, A2> • • •> ^«> ^^^ finde dann fiir a,' 
y^ z, . , » (oder x' , t/', z\ . . .) die Werthe |, v, 5, . . ., so ist 

das Quadrat des wahrscheinlichen Fehlers der Grosse 

^ = ^0 -|- A;i ^ -j- A-g 2/ "j~ ^3 -^ "f" • • • > 
wenn man hier fiir a?, t/, ^^, ... die Werthe aus (11) oder (15) 
setzt. Das Gewicht dieser Bestimmung ist mithin 

1 

*i I + *2 ^ + ^3 £; + • • • * 

Anmerkung. Den Satz des §. C, III. kann man auf die Grosse K nicht 
unmittelbar anwenden, d. h. nicht kurzweg sagen: die wahrscheinlichen Fehler 
von x, y, «,... seien i?i, i?,, iJg, . . . so ist der wahrscheinliche Fehler von 

K gleich y ki* Ri^ + k^* R^* -)- feg^-Ra* +. '-i weil die Grbssen a;, y, 2, . . . 
nicht von einander unabh'angig sind, oder vielinehr ihre wahrscheinlichsten 
Werthe nicht als wie durch von einander ganz unabhangige Beobachtungen 
gegeben angesehen werden konnen. Nur die Grbssen F sind in dieser Lage 
und nur auf sie konnen also die Satze des §. G angewcndet werden. Es ist 
diese Bemerkung sehr wichtig, da gerade hiegegen sehr oft gefehlt wird, wo- 
durch naturlich falsche Resultate erscheinen miissen. 



§. 8. 

Beispiele zu dem Vorstehenden. Gewicht des arithmetischen 

Mittels. 

Nach §. 4, Formel (20) ist der wahrscheinlichste Werth einer 
Grosse a:, fiir die man durch unmittelbare Beobachtung die Werthe 
Fi9 jFa , . . . , Ffn mit den Gewichten giy g^y • • *> gm gefunden 
hat, gleich 

g^t\+g,F^ + ...-]- g^ F^ ^ [gF] 
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Demnach ist das Gewicht dieses Werthes = [gr], indem hier 

[gaF^ = [gF^ und der Coefficient dieser Grosse = -tr-r- ist 

Sind alle Beobachtungen gleich gut, so ist [c/l = mg, weun g 
das Gewicht der einfachen fieobachtung ist, so dass also ein 
Werth, der nach dem Satze des einfachen arithmetischen Mittels 
erhalten worden, gleich zu achten ist einer unmittelbaren Beob- 
achtiing vom mfachen Gewichte der einfachen Beobachtung. 

Waren in den Gleichungen (6) des §. 2 mehrere davon so 
beschaffen, dass die a, 6, c, ... dieselben waren, wahrend die F 
verschieden oder gleich sind, so konnte man statt aller dieser 
letzteren Gleichungen eine einzige setzen, in der die a, 6, c, . . . 
die genannten Werthe haben, in der aber das F nach dem Satze 
des allgemeinen arithmetischen Mittels [§. 4 (20)] aus den ge- 
nannten F gefunden wird. Denn es seien etwa die ft ersten 
Gleichungen (6) in der angegebenen Lage, so dass 

ai a '\- biy -^ Ci z -\- . , . = Fi (Gewicht gi) , 
oi ^ -{- f>iy -\- ci z -{-,.. = F^ ( „ g^), 

« 

aia -j- biy '\- c^z -^ . . . = F^( „ g^) , 
so, behaupte ich, kann man hiefur die einzige Gleichung 

aij4-&iy-fgi^-f-...= ^ I ^ I i_l/ (Gewicht gt-fyg+...gr^) 

setzen. Man sieht namlich leicht, dass dadurch in den Coefficien- 
ten der Jmchungen (11) keinerlei Aenderung hervorgebracht 
wird, BO '<iAss diese Gleichungen ganz dieselben bleiben. Man 
kann dahcr, wenn man nur eine einzige Grosse durch unmittel- 
bare Beobachtung zu bestimmen hat, mehrere einzelne Beobach- 
tungen zu einem arithmetischen Mittel vereinigen und dann diese 
einzelnen arithmetischen Mittel zum endgultigen. Ebenso hatte 
man in dem Beispiele III. des §. 5 diejenigen Werthe von F, die 
zu demselben a (b) gehoren, in ein arithmetisches Mittel vereini- 
gen diirfen. 

Eine andere Folgerung aus dem soeben Gesagten ist noch 
die folgende, wobei allgemein zu bemerken ist, dass wenn m das 
Gewicht des nach (20^) in §. 4 erhaltenen arithmetischen Mittels ist, 
und r der wahrscheinliche Fehler der ein&chen Beobachtung 
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(deren Gewicht == 1 angenommen worden) gem&ss §. 3 der des 

arithmetischen Mittels gleich , sein muss, da die Quadrate 

y m 

der wahrscheinlichen Fehler sich umgekehrt Terhalten wie die 
Gewichte. 

Wir wollen annehmen, es eeien zwei Langen L xind I mit 

demselben Maassstabe A gemessen, und sei etwa Y=m, wo wir 

una m als ganze Zahl denken wollen; gesetzt femer, der wahr- 
scheinliche Fehler beim jedesmaligen Anlegen des Maasastabes 
sei r , so ist wohl X = m A , aber es ist nicht etwa der wahr- 
scheinliche Fehler von X nach 1. in §. 6 gleich mr, denn m Tcr* 
tritt hier nicht die Stelle eines constanten Factors, vielmehr ist 

X = A-|-A-f-^"|-««- (wimal) , 
so dass dieser Fall nnter lU. des §. 6 gehort, und mithin der wahr- 
scheinliche Fehler von X gleich yr^ -|- ^^ + • • • = V^»w t^ = r V^ 

= r i/ Y ist Ebenso ist der wahrscheinliche Fehler in Z: r l/ y 
Gesetzt nun aber, man habe bloss I (einmal) gemessen mit dem 

wahrscheinlichen Fehler »• 1/ y "^d schliesse daraus durch Bech- 
nung (etwa in einem Dreiecksnetze) L = ply so ist jetzt nach L 
§. 6 der wahrscheinliche Fehler m Li pry -j- =; r V^ l/ ^ 

= T V^p \/ Y • Hatte man aber endlich I nicht mii^jBttial, son- 

dem pmal gemessen, so ware der wahrscheinliche Fehler in Z, 
das man durch den Satz vom arithmetischen Mittel erhalten hat, 

gleich -p: 1/ T =^ ^ K "i' ®^ ^*®® ^^^^ ^®^ ^ ^» ^*® ^^^^ 

Rechnung aus I erhalten wurde, gleich P^V^rX" = ^V^^==^l/T 

ware. Da dies dasselbe ist, wie fiir den Fall der directen Mes- 
Bung von X, so ergiebt sich hieraus folgende Kegel: 

Will man mittelst Kechnung eine grossere Seite aus einer 
kleineren (gemessenen) ebenso genau erhalten, als wenn man 



m 
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jene tminittdbftT eBunal gemessen hatte, so wird man die kleinere 
80 viel mil messen, ak sie in der grosseren enthalten ist. 

Nach diesen allgemaneren Betrachtungen wollen wir die 
Beispiele des $.- 5 etwas naher betrachten. 

Was das erste zunachst anbelangt, so wird, wenn 1 das 6e- 
wicht der dnfiu^en Beobachtung ist, 29 das des Besoltates sein, 
so dass, wenn r der wahrscheinlidie Fehler der einfachen Beob- 

achtong ist, der des Besultates . sein wird. 

Btbr das zweite Beispiel ist, wenn wir (24) beachten, 

10«-f-3,52870y = 4, 3^2870x + 2,27504y = 5 

, , 2,27504 1 22,7504—3^287* _« 
demnach e,= ^^ ^ ^^^^^ _ g^^^g^^^, , - = ^^^^^ =4,53 

10 j^ _ 22,7504 ^3,5287^ ., ^^ 

•^"" 10 . 2,27504- 3,52870« ' e^ ~ 10 ~^'"^' 

so dass dasGemcht von ^ = 197,19 ist 4,53, das von ^=2337,06 
nur 1,03, wenn 1 das Gewicht der einfachen Beobacbtung. 
Fiir das dritte Beispiel hat man 

95ar + 19959,4 y = A, 19959,4 or + 4595195 y = 5, 

4595195 1 95.4595195-19959,4^ 

^* ~ 95.4595195-19959,4* ' e^ ~ 4595195 ^ ' ' 

95 j^_ 95. 4595195 -19959,4* 

^ ■" 95 . 4595195 - 19959,4* ' e^~ 95 — 4U174b, 

woraua^^i zeigt, mit welcher Genauigkeit der Coefficient von a 
bestiniilBpt Es mag noch folgende etwas allgemeinere Betrach- 
tung iiber einen speciellen Fall alsAnwendung des Vorhergehen- 
den hier ihren Platz finden. 

Urn den Langenunterschied zweier Orte zu bestimmen, kann 
man Nachts auf einem fiir beide Orte sichtbaren Berge Feuer- 
eignale aufblitzen lassen, dieselben an beiden Orten gehorig beob- 
achten und die genaue Zeit der Beobachtung bemerken. Aus dem 
Unterschiede beider Zeiten ergiebt sich dann die Differenz der 
geographischen L&ngen (vergl. etwa mein „Handbuch der ebenen 
und spharischen Trigonometrie", S. 321). 

Will man aber diese Beobachtung am Tage durch Heliotro- 
penblitze anstellen, so kann dies so geschehen, dass man sich 
durch Gehiilfen an den Ort hin, der von beiden sichtbar ist, 

Dlenger, Methode der tdelnsten Qnjulratsnmmeu. a 
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Heliotropenblitze geben lasst und zugleich am Chronometer die 
Zeit bemerkt. So liess Gerling (Ausgleichungsrechnmigen der 
praktiechen Geometric, S. 75) sich auf den Frauenberg vom 
Meisner (Gottingen) und Feldberge (Mannheim) aus Signale ge- 
ben und zwar von vier zu vier Minuten. Der Zeituntetschied 
zwischen Frauenberg und Meisner ergab sich aus 256, der von 
Frauenberg -Feldberg aus 136 Beobachtungen nach dem Satze 
des arithmetischen Mittels. Als wahrscheinlichen Fehler einer 
einfachen Beobachtung wahit Gerling 0,4 Secunden, so dass 
also der wahrscheinliche Fehler des ersten Besultates gleich 

4 0,4 

' der des anderen = :, , ^ ist; mithin der wahrscheinliche 



V^256' ^^M 

Fehler des Besultates Feldberg-Meisner, als der Summe beider 

(«• «' "•> = VW+¥ = ^'^Vife+ik' ^^. ^^'- 

wicht g des ganzen Besultates, wenn 1 das Gewicht der einfachen 
Beobachtung, erhalten wird aus 

. L 1 _256^J36 _^^^ 

^'^~0,4g '0,42 0,42^ ^ — 256 + 136 — ^^'^' 

256 + 136 

Gesetzt nun, man habe n Stationen zwischen beide Endstatio- 
nen eingeschoben und verfahre in derselben Weise wie vorhin, 
um den Zeitunterschied zwischen zwei auf einander folgenden zu 
erhalten. Man mache ilberall gleich viele (a) Beobachtungen, 
und fragt, wie viele solcher es bedarf, um ein BesuIta^JMm Ge- 
wichte a zu erhalten. "^ 

Hat jede einzelne Beobachtung das Gewicht 1, so ist x das 

Gewicht jedes einzelnen Besultates, der wahrscheinliche Fehler 

0,4 
desselben also tJ= , mithin der wahrscheinliche Fehler des End- 

resultates (§. 6, II. und III.) 0,4 l/ "* ,■ das Gewicht dessel- 

r tic 

ben also — ; — =•, so dass 
n -f" 1 



n 



— — - z= a, a? = (n -f- 1) t/ 
sein muss. Je grosser n ist, ilesto grosser muss, bei gleichblei- 
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bendem a, x sein, so dass die Regel hienuis ffiesst, moglichst 
wenig Zwiachenstatioiieii zu machen. 

DaBS dieaelbe Begel fiirs NiTelliren gilt, iai ofienbar. 

Anmerkung. Will nuui die soebcn angefiihrte Bestimmung des wmhr- 
scheinlicheD Fehlen zwiBchen Feldberg-Meisner auf §. 6 in aller Schirfe so- 
riickfahren, so muss man in folgender Weise Tertahren. Sei x der Unter- 
sdiied Frauenberg-Meisner, F, ,..., F^^^ die einzeluen Beobachtungen, so ist 

• 

^_^ : ist y der Unterschied Meisner - Feldberg, .^i i • • • i Xim 



^1 -t" • • • + fis < 



^e einnlnen Beobaditungen, so ist y = ' ' ^ W/^' "* * ^^^ *^1^ ^^ find- 

1S6 

resuhat Fddberg- Meisner gleich 

256 "*" 1S6 

wo nan die Fund f durch unmittelbare Beobacfatong gegeben sind, wit 
§. 6 verlangt Da der wahrscheinlicfa^ Fehler jedes F oder / non 0,4 ist, so 
ist der wahrscbeinUcfae Fehler des Endresnltates nach §. tf, m.: 



V 



«5<i*"''256« "+■••"+■ 256* "•" 186* "•" 1S6* '^'" "^ 1S6* ' 



4* 4' 

wo 'i ^ im Ganzen 256 mal, dagegen t^ nur 136 mal Yorkommt, so dass 

derselbe gleicli 

1/M! 25C + M^ 186 = 0,41/— + — 
V 256* ^ 186* ' V 256 ^ 186 

ist, wie oben gefonden. 



§• 9- 

Bestimmung des Gewichts der aus den Gleichungen (18) and (19) 

des §. 4 erhaltenen Grossen. 

Sind noch Bedingungsgleichungen gegeben, denen die gesuch- 
ten Ghroesen zu geniigen haben, wie dies in §. 4 der Fall ist, wo 
die Unbekaimteii den Gleichungen (16) geniigen miissen, so haben 
wir dort schon geseben, dass die Ermittelung dieser Unbekannten 
inuner anf die Aufiosung von linearen Gleichungen zuriickgefuhrt 
werden kann. Stellen wir dies unter einer etwas yerschiedenen 
Form dar, so wird man sagen konnen, es seien die wahrschein- 
lichsten Werthe von n Grossen Xi , x^ , . . . , x«, zu bestimmen, 
^ dass dieselben genau den Gleichungen 
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«1 ^1 ~f" ^2 *i -|- • • • + «n ^« = « 

/Si ^1 + /Si ^2 + • • • 4" ^n ^n = /S , , .^. . 

der'Anzahl nach r, geniigen, wo dann cxi,..., an9 tt,..., ^19..., 
0„, bekannte Grossen sind, wahrend durch unmittelbare Beob- 
achtung gegeben iet: 

«! a?i -f- fci 5*2 + <?! ^3 + • • • = -^1 (Gew. gfi), 
a.2 Xi + ^h a?2 + C2 a?3 + • • • = M ( >» 3^2) > 

^ (26) 

und worin die Afi , . . . , M^ Jie Diflferenzen iP — q> in §. 4 be- 
deuten, die wir ganz wohl als durch unmittelbare Beobachtung 
gegeben ansehen diirfen. Dabei muss naturlich m >> n — r sein, 
da jetzt nur n — r wirklich Unbekannte vorhanden sind. 
6em*a88 §. 3 muss nun die Sunune 

^1(^1^1 + ^1^2 + ••• — -Sfi)*-f-fl'2(«2^1+^2^+"* M^Y'^'... (27) 

ein Minimum sein, wahrend zwischen Xi^ X29 > * . noch die (25) 
bestehen. Zur Auflosung bieten sich nun zwei Wege dar. Ent- 
weder man bestimmt aus den (25) r der Grrossen x^ a^j . . - 
durch die ubrigen n — r, setzt deren Werthe in (27) und diffe- 
renzirt dann diese Grosse nach jeder der bleibenden Unbekann- 
ten, indem man jeden Differentialquotienten Null eetzt; oder man 
fugt, wie in §. 4, zu (27) noch die Grosse 

2ki(aiXi -|- a2fl?2 + ••• — «) + 2*2 (ft «i+/S2«2 + '«« — /')+••• 

-f- 2kr{6iXi + 62^2 -|- • . . — ^) 
hinzu, und differenzirt dann nach jeder der n Unbekannten , in- 
dem man wieder jeden Differentialquotienten Null setzt Beide 
Wege geben begreiflich dasselbe. 

Erste Auflosung. 
Gesetzt, es folge aus (25): 

Xi = Ai Xr^i + Bi Xr^2 + . . . + Zi «« + «', 
X2 = A^Xr^i + ■^2^r+2 -f" • • • -f" ^2 ^n ~i~'^'> 



(28) 



Xf =^ ArXf.^1 -f- SpXr-^Q ~h • • • "i" ^r^n 7 ^' > 
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WO diEt^rossen ^, ^, . . ., X, aS • • -9 I' bet^timnte Conbtanten 
sind^j^^lrerden die Gleichungen (26) nun sein, wenn man die 
Coeffi^Snten von ^r+i in der crsten, zweiten, . . . derselbcn mit 
(r 4- l)i> (»• + 1)3J««'; die von ar^+a mit (r -j- 2)i, (r-|- 2)2,... 
u. 8. w. bezeichnet: 

[(r + l)i + ai ^1 + 61 ^2 + Ci J3 + . . .] oTr+i 

+ [(r 4- 2)2 + a, A + b,B, + 6-1 ^3+ . . .] ^r + 2 

-|- • • • = Jtfi — a' ai — b'bi — c' Cj — . . . , 

[(r + 1)2 + ^2 A 4" *2 -^2 + C2 ^3 4- • • •] ^r+l 
[(r 4- 2)2 4" <^« ^1 + t«« -B2 4-<^ ^3 4- • • •] ^r + i 

-|- . . . =• M'2 — a' a.2 — &' 62 — c' 0*2 — ... 

oder wenn man zur Abkurzung diese Gleichungen darstellt durch 

-fl^r + l + Ill^r^i + IIIiXr-\-i 4" • ' * = ^1 ' 

li^r + l 4" ILiXr^i + Ill^Xr^'i 4" • • • = ^2 » 1 ^agx 

J^^r-hl 4" U^Z^r-\-'i '\- Ills^r + ti 4" * * * ^^ ^3 ' 

80 komien die Gu &2 , . . . , wegen der constanten Groescn 
a' Oi 4" ^' ^1 "f" ^ <a u. 8. w. ganz wohl als durch unmittelbarc 
Beobachtung gegeben ange8ehen werden, wenigstens hat dies auf 
die Be8timmung des Gewichts von Xr-^ii ^r4-2 9 . • • keinen £in- 
flu88, wie au8 §. 7 erhellt. Nebenbei gesagt, sind die (29) weiter 
Nichts, als die (26), in denen xi, . . ., Xr durch ihre Werthe er- 
setzt sind. Aus (29) folgt nun zur Bestimmung von ^r^^.!,..., Xn 
ganz wie in §. 3: 

• 

[</7«]arH.i +iglir^a!r+i +[(,/IJi]^H-« +-:=l9lG], 

[giir\ xr+i +1911*} x^, +ynin}^,^,-\-...=[giiG],i 

\glin]xr+, -\-l3II III}Xr+,-\-ig III*} x^ +...=1>IJI&1((^") 
und wenn man hieraus zieht 



xr+i = A'lglCT] + A"{gIIG] + A'" [3lIlG] + ..., 
^,+, = B'lgfG] + B"\3lIG] + B'" \^ 111(1] + ... , 
x,+3 = O [jgIG] + C" lgII€F] + C" [glllff] + ..., 



(300 



80 sind die Gewichte von .r^^i, JTr-f-^* 'r+i^ * « * ^2SHA §' ^ 
1 1 1 
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gieich -^ , -^jj- , ^j^ , . . . - ^^F 

Da weiter Xi, , . ., :tr durch (28) gegeben sind, so felgt aus 
§. 7 , wesn man die dortige Groese K nut jeder der Ghrosfien 
Xi, . . ., Xr vergleicht, dass das Gewicht 

yon Xi ist 

__^___ 1 

A,{A^ A-^B, A"+C, J'"+..)+B» {A, B'-\-B, B'+C, B*"-\-.,.)+€, {A, C+A C'+C, 0"-\-..)\ 

von x^ ist 

1 

At{A^A'-^B^A''+C,A'+..,y\'B.AA^B-\-B^B''+CB^^ 

\L S. W. 

Man hatte auch sagen konnen, dassi wenn man in (30) statt 
der zweiten Seiten gesetzt hatte 

1) ^1, ^1, . . ., £i und dann fiir uTr+i^ • • •» ^n gefimden 
hatte Ir+i? • • •> Im das Gewicht von xx gewesen ware 

1 

A Ir+l ~l~ -^1 ^r + a + • • • + A l» 

2) ^2> -B35 . . ., ia und die jetzt erhaltenen Werthe von 
•^r+i9 • ' '9 «^ii waren v^^i^ Vr+a9 • • •• v*? das Gewicht von x^ 
ware 

1 

A2 Vr+l + A VrH-2 + . • . + A V„ ' 

u. s. w. 

Zweite Aaflosnng. 

:■ \ 

In diesem Falle hat man nach §. 4 ausser den (25) noch: 

au8 welchen Gleichungen nun [in Verbindung mit (25)] die Werthe 
von a?i , 0^2 , ... , «?« > ^1 , . . . , A:^ folgen, und naturlich fiir ^1 , . . . , .r„ 
dasselbe erhalten wird, wie bei der ersten Auflosung. 
Geeetzt nun es folge hieraus 
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\[gaif\ + P,{ffbM] 4- P»[(fcM] + . . . + d„ 
^IgaM] 4- Q»[>i3f] + Qs ycM] -|- . . . + tf„ / 

WO die di, 8^, 8^, . . . von den zweiten Seiten der Oleichungen 
(31) nicht abhangen, so behaupte ich, seien die Gewichte von 

^1 > ^2 > ^3 , . • • gleich -5- , -T^ , -^ , . . . genau wie in §. 7. 

^1 V2 -"'8 

Zu dem Ende haben wir bloss zu zeigen, dass die Grosse 
Ai Sr+i -|- -Bi lr+2 -f- . . • der vorigen Auflosung der Coefficient 
von IgaMI in dem Werthe von Xi iet. Nun ist aber 

^1 = Ai Xr+l + Bi ar-^2 + • • • + A ^« + <*' 

= (A ^' + ^1 i^' + Ci ^ + . . [gK^] 

Aber es ist 

(r = M — a' a — 6' 6 — c' c — . . . , 

I = (r -f- 1) + -^1 " + -^2 ^ + -^3 c + . . . , 
11= (r -I- 2) + -B, a -f A t + ^3 c + . . . , 

woraus leicht folgt, dass der Coefficient von [gaM] in dem Werthe 
von Xi ist: 

+ (^1 ^'" + Bi B*" J^C,0" + . ..) Ci + ... 

+ (\ (A ^' + A C" + ^1 ^'" + •••) + •• - 
wodurch denn obige Behauptung gerechtfertigt 4|k Dass aber 
dasselbe fur alle 9 gilt, die nach (32) bestinunt sind, also audi 
fiir ^r+i 9 • • • ist klar und lasst sich auch leicht beweisen. Sucht 
man namlich in (30') in dem Werthe von Xy^i den Coefficienten 
von \g(T -{- 1) -*/], so wird er gleich A' sein, da nur m gIG die 
Grrosse g(r •■\' X)M vorkommt 

Damit ist dann auch die allgemeinste Aufgabe erledigt Es 
kann sich dabei ereignen, dass die Grossen M der zweiten Seiten 
m (26) Null sind. In diesem Falle miisste man allerdings nicht 
behalten, sondem etwa allgemeinere Zeichen, A^ B^ C^ . . . fiir 
die zweiten Seiten setzen, wie dies in (24) vorgeschrieben worden. 



56 Bcispide hiezu. 

Wir wollen dies zunachet auf ein einfaches Beispiel^ juiwen- 
den. Gesetzt in einem ebenen Vierecke seien f iir die V^D*^WinkeI 
die Werthe a, /3, y, d erhalten worden, welche man zugleich als 
Naherungswerthe dieser Winkel gelten laseen kann; die Gewichte 
dieser Bestimmungen seien gi^ g^^ ^3, g^. Sind ^1, . . ., ^4 die 
an a, . . .y (} anzubringenden Correctionen, so hat man also 

d. h. 

woneben noch die Gleichung 

« + /' + y + ' + '»i+^2 + ^3 + a?4 = 3600 
bestehen muss. Setzt man a-j-/3-f-y-j-d=: 360^ + ^> ^'^ « 
bekannt ist^ so hat man 

und es ist also 

g\ ^1^ + gi^2^ + fl^a^S^ + 5^4 ^4^ + 2*(^i + ^2 + «3 + ^4 + «) 

nach ^1 , . . . , ^4 zu diffenziren, so dass a^i , . . . , ^4 9 ^ ^us 

^1 ^1 -|- A; = 0, ^2 -^a + * = 0, ^3 0:3 -|- A = 6, ^4 a?4 -f- A = 0, 

^1 "f" ^ ~h ^3 ~f~ ^4 = — ^ 

zu bestimmen sind. Will man aber die Gewichte von ^1, . . . , x^ 

crmitteln, so setze man 

g^Xi + A = J, g^x^ + A = i^, gr3a;3 -\-k = C, ^4^4 + ^ = ^» 

^1 + ^2 + ^3 + ^4 = — « > 
so wird der Coefficient von A in Xi das Gewicht von Xi , der 
von B in ^^ '<1^ ^^^ ^2 u« s. w. geben. Man zieht aus diesen 
Gleichunscen: 

,^.^ ^ (^ — •S)iW^4 + (A—C)g^g^ + (^— -0)12^3— gg2g3ff4 

^iS^2?3 + 5^13^29^4 + fl'i 5^35^4 + gmgi ' 

^^_ {B — A)g^g^ + (B—C)gig^ + {B — D)g^g^—eg^g^g^ 

gig^gs + ^15^25^4 + 5^15^33^4 + 9^2fl'8S'4 
gig^gs + s'ifl'25^4 -f fl^ifl'8S'4 -f 9^25^39^4 

.r,= ^> — ^)g2gB + (D — B)g^g, -f {D—C)gyg^ — eg^g^g^ 

fl'l?2fl'3 + 5^15^2 ?4 -f fl'l 9^39^4 + ?»fl'3S^4 

Die wahrscheinlichsten Werthe von a?i , . . . , ^4 finden sich hier- 
aus, wenn man ^ = J5 = C=2? = setzt. Fur die Gewichte 
dieser Grossen erhalt man aber 



^3^4 +^^4+1^^ ' ^^4 + ^1^4+^1^ 

fyi^«^»4-gigig4+gig»g4 4-g«g»^4 gigf^+gi<yig4+^ig»g4+g><y»g4 

In dem qpedellen Falle, da ^i = ^ = ^ = ^4 ist jede dieser 

Grossen = -5 y^ . 

Hatte man dieae Aa%abe nacb der ersten Art au%do6t, so 
batte man 

so dasB 

gi Ji* + y««i* + i^'3* + y4(« + «i + J^ + J^)* 

ein Minimnm werden mCbwte. Bfan hat also 

5i««+y4(« + *i +«» + «i) = 0, 

^^ +y4(« + *l +^ + ^) = 0, 

^oralis Xij Xft x^ folgen. Setzt man aber statt dieserGleichungen: 

(91 + ^4) J?i + ?4 «i + 5^4 J-j = Ay 
9a ^ '\- (gi -^ 94) ^ + 9a ^ = S, 
?4 «i + ^4 «» + (y» + ?4) JJj = C, 
60 erhalt man 

^ __ (g«y» + g»y4 + 9994) ^ — 9^94 B ~ y>g4 C 
?iy«^ + 9t9tgA + fl'i?«?4 + fl'ifl^ir4 

^^ (gig* + ^g4 + giy4)^~y»y4 ^— yiy4 c ^ 
yi^fifs + ?ifl'8S^4 + ?ifl'«y4 + gig^g^ 

j^ _ (gigs + gig4 + gig4) C—gigA fi—9%gA ^ 
gigtg% + gjg8g4 + gig%gA + gism^ 

Die wahrenVerthe von Xi^ x^^ x^ folgen hieraus, wenn man 
^ = jB = (7= — g^e setzt Dividirt man 1 durch den Coeffi- 
cienten von A in Xi, durch den von B m x^^ von C in «,, so 
erhalt man die Gewichte von Xiy x%j x^ genau wie soeben. Setzt 
QUiQ Btatt Ay By C m den obigen Gleichungen durchweg — 1 
(da ar4 = — xi — x^ — Xt — t)y %o ergiebt sich 

t _ ZZJlSl t _ — gig» t _ — giga 
Si— ^5 ^»— ^ * «« — J ' 

wo J den gemeinschaftlichen Nenner bezeichnet, da hier ^i^^, 
= Q = — 1 , so ist also das Gewicht von x^ : 
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1 J 



99 93 I 9i93 I 9i9i 9^93 + f/i 5^3 + 9i92 
J ^ J ^ J 

ebenfalls wie oben. 

WoUte man in dem Beispiele IV. des §. 5 die Gewichte jeder 
der 12 Correctionen, also auch der 12 endgiiltig gefiindenen Win- 
kel, bestimmen, so miisste man folgende 17 Gleichungen auflosen: 

40(1) + ^2 = A, 20(2)-k,^h = A,, 20(3) + ^5 = ^43, 
30(4) — Ai = ^4, 10(5) + i, + *2 = ^5, 30(6)-*! = ^, 
30(7) + ig-Aa = A,, 30(8) + k, = A^, 20(9) + A3 = A, 
40(10)-Ar3~A:4~A4=^io, 2b{ll)-^k, = An, 50(12)—k, = A,,, 
(5) - (4) - (6) = 9,75, (7) - (2) + (1) + (5) = 4,64, 
(9) _ (7) - (10) - 1,12, (11) - (10) + (8) = 18,46, 
(3) - (2) - (10) - (12) = 24,68, 

und wenn dann die Einheit dividirt wird durch den CoefBcienten 
von Ai im Werthe von (1), den von A^ im Werthe von (2) , . . . , 
den von A12 im Werthe von (12), so hat man die Gewichte von 
(1), (2), . . .,. (12), d. h. der 12 zu bestimmenden Winkel. Man 
sieht leicht, dass wenn man niir die»e Gewichte bestimmen will, 
man in den 5 letzten bbiger 17 Gleichungen fiir die zweiten Sei- 
ten Null setzen kann. 

Die in den obigen Bechhungen vorkommenden Grossen gi, 
92 9 • • '^ 9m mlissen als zum Voiraus bekannt angesehen werdcD, 
entweder indem ein Besultat durch Anwendung des Satzes vom 
arithmetischen liGttel erhalten worden (§. 8), od^r sonst wie. Eine 
ungefahre Sohatzung der Gewichte ist jedoch selten anzurathen, 
da man sich jpiirin sehr leicht tauscht, ja gewisse Beobachtungs- 
weisen mit einem Vorurtheile in Bezug auf ihreHNite zu betrachten 
pflegt. Es ist daher immer am gerathensten , wo moglich gleich 
genaue Beobachtungen anzuwenden, und einfache Beobachtungen 
lieber als gleich genau anzunehmen, wenn man auch weiss, dass 
sie dies nicht geradezu sind. Sind aber die ^1, . . . , ^^ bekannt, 
so kann man, dem Vorstehenden gemass, die Gewichte der ge- 
suchten Unbekannten, sowie beliebiger Functionen derselben, in 
alien moglichen Fallen bestimmen. Kennte man noch den zu 
einer Beobachtung vom Gewichte 1 gehorigen wahrscheinlichen 
Fehler r, so wiirde man (nach 3), da die Gewichte sich umge- 
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kehrt verhalten, wie die Quadrate der wahrscheinlichen Fehler, 
dieeen wahrscheinlichen Fehlfer fiir jede der Groseen, deren Ge- 
wicht man kennt, ermitteln konnen. Es handelt sich also endlich 
nur noch um die etwa mogliche Bestimmung jener Grosse r. 



§. 10. 

BcstimmuDg des wahrscheinlichen Fehlers einer Beobachtung 
vom Gewichte 1 aus den gegebenen Beobachtungen. 

Seien wieder wie in §.3 /ti, A2, . . ., 7*^ die Maasse der 
Genauigkeit der Beobachtungen, deren Gewichte gn g^^ • • •> gm 
seien; sei femer h das Maass der Genauigkeit einer Beobachtung 
vom Gewichte 1, so ist (§. 3) 

Unter der Annahme nun, dass man fur li den rechtenWerth 
gewahlt habe, ist die (theoretische d. h. zum Voraus berechnete) 
Wahrscheinlichkeit ded gleichzeitigen Eintreffens der Beobach- 
tungsfehler Vi 9 V3 9 • • • » Vm (gemass (7) in §. 3) : 



Diese Grossc andert sich mit dem Werthe von A, so dass 
die Annahme eines beliebigen Werthes von h als eine Ursache 
anzusehen ist, aus der als Wirkung obige Wahrscheinlichkeit 
ffiesst; nach der mgs nun bekannten Schlussweise (Einl. VI.) ist 
also die WahrscnRlichkeit, ein gewahlter Werth ton h sei der 
rechte, gleich 

V%'^ l^j-ma^ 

^ ^ie,...B^V g,g,...g^h-^ ^,,^^^,^ ~ Sh-^ «-**t^^'l ' 

wo JS sich auf alle moglichen Werthe von h erstreckt. Diese 
Werthe gehen aber von bis co, so dass wenn a eine unendlich 
kleine Grosse bedeutet, diese Wahr&cheinlichkeit ist 
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In Ermangelung anderweitiger Kenntnisse wird man nun den- 
jenigen Werth von h wahlen, der diese Orosse zu einem Maxi- 
mum macht Der Nenner ist eine CoDstante; differenzirt man 
den Zahler nach h und setzt das Besultat Null, so ist 

also da nicht h^-^ = 0, und nicht e-*M^»«l =0, so ist 
m— 2A»[grt;«] = 0, d. h. 

Hat man nach dieser Gleichung h bestimmt, so ergiebt sich 
der wahrscheinliche Fehler der Beobachtung vom Gewichte 1 
mittelst der Gleichung r A = p (§. 3). 

Was nun aber die Summe l<gv^] in (33) anbelangt, so sind 
darin durch die v die wahren Beobachtungsfehler bezeichnet, 
deren Berechnung die Kenntniss der wahren Werthe von x, y, 
z, . . . statt der wahrscheinlichsten erfordem wiirde. 

Gesetzt man habe in die Gleichungen (6), oder (13), oder 
(13^) die nach dem Grundsatze der kleinsten Quadratsummen be- 
rechneten Werthe von Xy yy Zy . . .y oder ^', y', «', . . . einge- 
setzt und dadurch die Werthe Vi^ Vs^ • • .9 t;^ nach (6') berech- 
nety so quadrire man diese Werthe und bilde die Summe 

S^i^i^ + fl'2^2* -f- • • • + gm'^m^y ^c der KUrze halber mit [gf^o^] 
bezeichnet werden moge, so wird diese Summe nothwendig klei- 
ner sein als \g v^] y da ja nach eben dem Grundsatze der kleinsten 

Quadratsummen die Grrosse [$ft?o^] ^^ ^^^^^^^^4^ ^^° Is^^l ^s^*)* 
WoUten wir also in (33) fiir [grt?2] kurzweg [jrvo*] setzen, so 
wiirden wir h sicherlich zu gross, also r zu klein finden, und wir 
miissen uns also nach einem Verfahren umsehen, das uns — nicht 
den wahren Werth von [^t^> den wir wegen Unkenntniss der 
wahren Werthe der Unbekaihiten nicht ermitteln konnen — doch 
einen mehr richtigen Werth dieser (jrosse liefem. Wir beachten 



*) Hat man den allgemeinen Fall des §. 9 im Auge, so ist 
[fl' Wo *] = S^i («i 3?! + &i arg + . .. — ilfi)*+Sr«(««a:i+6« «, + ... — iM;)« -f-... 

wo fiir Xi, X,, . . . , a;« die nach jenem §. gefiindenen Werthe einzusetzen sind, 
die, wie oben gcsagt, die Grbsse zwciter Seite zu einem Minimum machen. 
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zu dem Ende, dass zur Ermittelang des wahren Werthes von 
[gv^'jf wie gesagt, die Kenntniss der wahren Werthe der Unbe- 
kannten nothig ware. Diese wahren Werthe aber zu bestimmen, 
haben wir kein Mittel; wir wissen blo88, dass sie von den be- 
stimmten wahrscheinlichsten Werthen der Unbekannten nicht viel 
abweichen. Theoretisch jedoch miissen wir jede beliebige Abwei- 
chung aid zulassig erachten, obgleich nicht jede solche Abweichung 
gleich wahrscheinlich ist. Fiir jede andere Abweichung der wah- 
ren Werthe von den wahrscheinlichsten mmmt die Differenz 
[gf«2] — [gfVo^] ftuch einen anderen Worth an, und wir woUen 
nlin, als den annehmbarsten Worth dieser DiiFerenz den mittleren 
Werth aller dieser moglichen Werthe (§. 4) t^hlen) dabei jedoch 
natiirlich darauf 'Biicksicht nehmen, in wie weit jede einzelne Ab- 
weichung mehr oder minder wahrscheinlich ist. 



Bestimmung des mittleren Werthes der Differenz [^^] — [^o^] •. 

Ehe wir hiezu iibergehen konnen, wollen wir diese Differenz 
zunachst unter einer etwas anderen Form darstellen. Fassen wir 
dabei sogleich den in §. 9 betrachteten Fall, als den allgemein- 
sten ins Auge, so werden in den Gleichungen (29) nur noch n — r 
der n Unbekannten vorhanden sein, da die andqren r mittelst der 
Gleichungen (25) durch jene n — r ausgedruckt sind. Wir wollen 
als besonderen Fall einmal annehmen, es sei n — r = 3, d. h. 
es seien in denj^HO nur noch drei Unbekannte, die wir etwa 
mit ^9 Vy i bezei^nen wollen. Die durch die Gleichungen (30) 
gegebenen wahrscheinlichsten Werthe derselben seien $0 9 Vo> So9 
so dass also 

[gi'l lo + [g iir\ «o + ^mi] i, = {3IG} , 1 
OiiriSo +l>/i*]fo -{-[ffiiiimo = bnff], \ (a) 
lgiiir\ lo + [giinr\ v, -f yiii^} t, = [giiicf]. ) 

Setzt man nun 

| = |o-|-^l, v = vo-\-Jv, 5 = 5oH-^5, 

WO also ^^9 ^v, ^i die an iof Vo9 j^o anzubringenden Verbes- 



serungen sind, so ist fur diesen Fall 



C2 Wahr8cheinlicher Fehler der Beobachtung vom Gewichte 1. 

+ ^8 { -Zs (& + ^S) + /I3 (f + ^t') + -Wis (So + ^0 - ^3 } « 

- 9» (T, go + ITz V, + in, go - G^y 

= 2sfi(Ji& + IJiVo + IZTigo-<?i)(-fi^S+-r/i^f + J"A^g) 
+ 2s(,(I,|o + /l2Vo + /i"l2eo-^2)(l2^l+iT^^v + JZ72^g) 

+ 2(^3 (I, & + -fl» Wo + -f/^a So— <?8) (-Za^l + -"3 ^v + //^s ^g) 
+g^(I,^^-j.II,^v-^IIIiJiy-^g,iI,J^-\-II,^v-\-III,^Q^ 

+^3(7,^1+ JJ,^t; + ZJJ,^g)» 
= 2^1 {|^J«]go + |ir J JIluo + C^-f-K^Co-li/ ■?<?]} 

+ 2^« { [^izrilo + li/ii'] «o + l>-fi"-Hri go - Q^ im } 

+ 2^g { [grIIIJ] I. + [flrllliri vo + CsflTI'] g»-[^IIZ"G'] } 
+ 0(1^1+ II^v + IiT^g)>] 
= 0(7^1 + II^v + IIT^g)*] (nach (o)) . 
Also ist 

[c/v*] - |> V] = giili^^ + IIi^v + 7/Ji^g)« 
+Sf,(7,^| + JT,^t,+7JI,^g)»+Sr3(l3^| + Il8^v + I773^g)». 
Entwickelt man die Quadrate der zweiten Seiten, so wird 
man haben 

wo -4, . . ., F leicht aus dem Vbrigen bestimmt werden konnen. 
Setzt man nun ^^ 

so ist 

wo wieder -4', B\ G* leicht zu bestimmen sind, jedenl'alls aber 
kein z^|, z^i;, ^g enthalten. Setzt man weiter 

so ist 

b'"'] - [>«o*] — ^ - -^ =7 ^"^5», 

und wenn endlicb 
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so hat man 

Daraus folgt, dass wenn n — r = i man allgemein wird'setzen 
konnen : 

wo {pi, . . ., q)i lineare Functionen der Verbesserungen der n — r 
unabhangigen Unbekannten in den ' Gleichungen (29) sind, und 
zwar von folgenden Formen: 

(Ps = O'JXr^-j- ' h M^'JXn, } (e) 

Da [cfv^'] — [s^t^o^] wesentlich positiv ist, so sind auch ii,..., kf 
nur positiv, wie sich ohnehin durch das Fndresultat herausstellen 
wird. * 

Es folgt aus den Gleichungen (c), dass wenn man 9)1,..., 9,- 
kennt, man auch ^Xr^i^ • • •y ^Xn leicht finden kann, so dass 
man die ersten Grossen statt der letzteren wird in Betrachtung 
Ziehen konnen. Es wird nun unsere Aufgabe sein, den mittleren 
Werth jedej- der Grossen ki q>i^, . . ., A;,- 9,2 zu bestimmen. Zu 
dem Ende beachten wir, dass ^Xr^i<, • • »<, ^^«9 also auch 
q>i9 * . .9 q>i alle moglichen Werthe annehmen konnen, dass aber 
diese moglichen Werthe keineswegs gleich wahrscheinlich sind. 

Es war nun die zum Voraus berechnete Wahrscheinlichkeit 
des gleichzeitigen EintreBTens der wahren Beobachtungsfehler 

Vl, . . ., Vm (§• 3) 

Wahlt man nun ein System der 9^1, . . ., 9^19 so werden da- 
durch gewisse w^, . . ., v^, erscheinen, und sie werden andere 
sein, wenn ein anderes System gewahlt wird. Man wird also 
auch sagen konnen, es drticke die Grosse (d) die Wahrscheinlich- 
keit aus, dass unter der Annahme eines Systems von Werthen 




si- •' ,»* - 
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bk 



Setzt man hier Jbg) = ^, so wird das integral = 77= I e^'^ dz 

und wenn ak = a', bk = l/, so driickt also 

ft' 
-^ fe-^dz (/O 

die Wahrscheinlichkeit aus, der wahre Werth von fpi liege zwi 

of 1/ 

schen -7- und -7*9 abgesehen vom Zeichen. Man kann deshal 

auch sagen (§. 2), dass von m moglichen Werthen von q>i ihrc 

b' 

-= / e^'^dz zwischen -7- und -r- liegen werden, was um so wal 
V n «/ k k 

rer ist, je grosser m ist. 

Wir wollen nun eine ganze Beihe moglicher Werthe von < 
und {/ uns denken, gehend von bis oo, und die um den unenc 
lich kleinen Unterschied 6 fortschreiten , so werden nach dei 
Vorstehenden, von m moglichen Werthen von q)^ liegen 

t 

zwischen und ^ ihrer -= I e-'^dz z= -^e'^^* a, 

k Y%J Vie 



2f 



>j 



A " A; 






» ~r " T7= I " * "^ = T7=:e— *%, 



9t 



2s 3£ 

k " k " 



3b 4£ 

* " A; 



2w» r^-,* 1 2m _^9,%» 



was desshalb richtig ist, weil die Granzen der Integrale unend 
lich wenig verschieden sind, sich daher das Integral nur auf ei 
einziges Element reducirt Dabei ist verstanden, dass z. B. di 

y=«~(20% Werthe von 9^1 zur Halfte zwischen -p und ^ 
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und HIT Halfte zwiflchen — -r- und — -r- Kegen. Die Werthe von 

^s sind innerhalb dieser beiden Theile dieeelben, and da diese 
GraDzen jeweilfl onendlich wenig verschieden aind, so behalt in- 
oerhalb desselben Intervalls 91, also auch 91' immer denselben 
WertL Man wird also sagen konnen, dass es gebe bei m mog- 
lichen Werthen von q>i: 

2 m 
ihrer -= e^^e Werthe von y,*, jeder := 0*, 

deren Siimme = -t=: e~^a . 0*, 
ihrer -^ ^~**« Werthe von y^, jeder = f — j , 

deren biunme = -rnz e « • tt , 
ihrer —^ ^~^**^*€ Werthe von gr,«, jeder = (-7-) , 

deren Siunme = 77=: €""^*'^'f • . , 
ihrer --p:«""^'*^ « Werthe von 9,*, jeder = ("T") , 



deren Sunune = -^= ^ ^*'^' £ - -^^-- 



Die Summe aller Werthe von 9,* ist demnach 

2m€ 



worm die VielfiM^hen von £ bis zum Unendlichen gehen. Daraus 
folgt, daes diese Snmme 



Wt Da die Ansahl der Werthe m isu so ist der mittlere Weith 
({. 4) =r aT~' worin m nicht vorkomnit. and wir ons also m ganz 
woU ak imendlicfa denken konnen. Setzt man fur k s^nen 
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Werth, so ist also der mittlere Werth von q)i^: oT-rj' mithin von 
kitpi^: ^TT- Daraus ergiebt sich nun, dass der mittlere Werth von 

h(pi^-\ h kiq)i^ gleich -^^ = ^^=f ist 

Demnach werden wir setzen 

[gv^] - [gvo^] = ^, 

und zwar mit moglichster Naherung. Da nach (33): [cfv^l = 
^, so ist also 

fn r- ^-, n — r 



-[>«o»]=^^. 



2 A* 
woraus 

m—n-\-r 
'' - 2[^ro«] ' (^^^ 

welche Gleichung als moglichste Naherung muss angesehen werden. 
Wir Ziehen daraus: 

1) wenn keine Bedingungsgleichungen gegeben sind, 

und ihrer n Unbekannte mittelst m Beobachtungen zu bestimmen sind, 
man also im Falle des §. 7 ist, wobei r = 0, so wird das Maass der 



V 



in — n 



Genauigkeit einer Beobachtung vom Gewichte 1 gleich sein y -^ ^ , 

also der wahrscheinliche Fehler dieser Beobachtung 

= 9 1/^2 1/E3 = 0,6744897 l/"S. 

2) Wenn r Bedingungsgleichungen 

zwischen den n Unbekannten gegeben sind, und ausserdem noch 
m Beobachtungen, wo also der Fall des §. 9 eintritt, so ist das 
Maass der Genauigkeit einer Beobachtung vom Gewichte 1 gleich 

V —cTF — -S— > und der wahrscheinliche Fehler dieser Beobach- 

^ 2[grt;o2J 

tung = 0,6744897 1/~S^3_. 

Kennt man nun den wahrscheinlichen Fehler einer Beobach- 
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tang vom Gewichte 1, so kann man leicbt den jeder anderen 
Beobachtung oder daraus bestimuiten Grosse, deren Gewicht man 
kennt, ermitteln, indem die Gewichte sich umgekehrt verhalten, 
wie die Quadrate der wahrscheinlichen Fehler. Es bleibt uns 
freilich noch zu ermitteln, welches Gewicht man der nunmehr 
durchgefuhrten Bestimmung von h beizulegen habe. Vorher-aber 
woUen wir zunachst einige Beispiele naher betrachten. 

§. 11. 
Beispiele zum Vorstehcndcn. Bercchnung von [flft;©*]. 

1) Fiir das erste Beispiel des §. 5 findet man, indem man 
jeden beobachteten Werth von dem ermittelten Werth abzieht, 
folgende Werthe von v: 

vi =8,086, 172 == — 6,914, rg = 2,086, v^ = — 7,914, 

rj = — 14,914, ve = 7,086, Vj = — 6,414, Vg = 9,086, 

t?9 = 3,086, vio = 3,086, i7„ = - 6,914, Vja = — 1,914, 

vjg = _ 8,414, vu = — 5,914, v^, = — 3,914, vi^ = 13,086, 

r„ = — 2,914, t;i8 = — 4,914, vi9 = — 1,914, Vao = — 2,414, 

vn = — 0,914, raa = 7,086, v^s = — 5,914, V34 = 9,086, 

t?,5 = 14,086, ^26 = 15,086, rgy = — 3,414, v^s = — 4,914, 
vn = — 0,414. 

Da sammtliche g = 1, so ist jetzt [g^Vo^] = 1612, also da 
wi = 29, n = 1, der wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung 

vom Gewichte 1 gleich 0,6745 y ^^ = 5,118, und der wahr- 
scheinliche Fehler von a: ■ *^ = 0,950. Man kann also eins 

V29^ 

gegen eins wetten, es liege der wahre Werth von x zwischen 
5,086 + 0,950 = 6,036 und 5,086 — 0,950 = 4,136. 

Da man den wahrscheinlichen Fehler jeder einzelnen Beob- 
achtung kennt, so kann man nach §. 2 auch die Lage der 

Beobachtungsfehler ermitteln. Jetzt ist das dortige A = — = 

Q 1/ 28 a 0,6745 1 A612 ,/^l/l612 

■03745" y i6l2*X = «'^-y-K -28" = «^^V^"28"= 
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10,73 tf, so dass also die Wahrscheinlichkeit, der begangetie 
Fehler liege zwisehen — 10,73 a und 10,73 cc gleich ist 



a 



-rrzi / e'~'*dz. Setzt man nach einander cc (ah) = 0,1, 0,2, . . ., 

so findet man, dass von 100,000 Fehlem ihrem absoluten Werthe 
nach zwisehen 

und 0,1 . 10,73 = 1,073 liegen 11246, also von 29: 3, 

in Wirkliehkeit 2, 
und 0,2 . 10,73 — 2,146 liegen 22270, also von 29: 6, 

in Wirkliehkeit 5, 
und 0,3 . 10,73 — 3,219 liegen 32863, also von 29: 9, 

in Wirkliehkeit 9, 
und 0,4 . 10,73 = 4,292 liegen 42839, also von 29 : 12, 

in Wirkliehkeit 11, 
und 0,6 . 10,73 = 6,438 liegen 60385, also von 29 : 17, 

in Wirkliehkeit 16, 
und 0,8 . 10,73 = 8,584 liegen 74210, also von 29: 22,5, 

in WirkKchkeit 23, 
und 1,0 . 10,73 = 10,73 liegen 84270, also von 29: 24, 

in Wirkliehkeit 25, 
und 1,5 . 10,73 = 16,095 liegen 96610, also von 29: 28, 

m Wirkliehkeit 29; 

auch liegen 13 Werthe von v unter 5,118, 16 dariiber. Man 
sieht, dass die Vertheilung der Fehler der Theorie so ziemlich 
entspricht, obwohl wir den wahren Werth von h nicht geradezu 
kennen, imd ebenso wenig den wahren Werth von .r, also die 
wahren Beobachtungsfehler auch nicht. 

Man konnte sich hierbei die Frage aufwerfen, wie viele 
Beobachtungen von derselben Genauigkeit, wie die angegebenen, 
wohl nothig sein wiirden, urn den wahrscheinlichen Fehler in x 
auf 0,1 statt 0,950 zu bringen. Sei a die Anzahl derselben, so 

ist der wahrscheinliche Fehler in a: gleich q V^ y \ -tt^ 

= qV2 y — fc^^ (§. 8). Was nun die Grosse [v^^] anbe- 
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langt, so kann sie natiirlich nur geschatzt werden; jedoch wer- 
den wir naherungsweise baben (§. 10) 

1612 
also 



80 das8 also etwa 2619 solcher Beobachtungen niithig waren. 

Endlich kann die Berechnung der Grosse [^I'o*] ^^ diesem 
nnd ahnlichen Fallen bedeutend leichter gemacht werden. 

Ist namlich eine Grosse a mebrfach beobachtet worden, und 
man hat deren (wahrscheinlichsten) Werth mittelst des Satzes 
(20) in §. 4 gefunden, so dass 

80 ist 
also da 

bv] = 4f - ^ + y^-'i = b^'] - ^- 

2) Fiir das dritte Beispiel des §. 5 werden wir nun fiir die 
gegebenen Werthe von a die Werthe von 5 (d. h. F) nach der 
gefiindenen Formel bereehnen und daraus dann die Werthe von 
V finden. Man erhalt so: 
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fixr g>if • ' '9 q>i als den rechten Werthen dieser Grosseiiy die 
Beobachtungen jF\ , . . . , F„^ gemacht, also die Fehler Vi , . . . , r^ 
begangen worden. Nach der una nun bekannten Schlussweise 
(Einl. VI.) wird uho, da die Beobachtungen /\, . . ., F^ gemacht 
worden, die Wahrscheinlichkeit, das angenommene System sei das 
rechte', sein 

wo 27£ . . • sich auf alle moglichen Werthe von 9i» • • •> q>i he- 
zieht, wo man also [gv^ nach (b) zu ersetzen hat Beachtet man 
dass Cy g— A*[^«o*l kein 9i,...) q>i enthalten, so istdiese Grossegleich 

oder (da 91 9 • • • , 9^ von — oc bis -f- oc gehen konnen) wenn 
Sif . . .f Bi unendlich kleine (auf 9i» • • •» 9>i sich beziehende) 
Grossen sind, 00 ist dieselbe 

/" i* "it" 

WoUen wir hieraus die Wahrscheinlichkeit ermitteln, es sei 
der angenommene Werth von <pi der wahre, was auch 9)2y«> ^i 
seieuy so werden wir, nach der aus §. 6, II. uns nun bekannten 
Schlussweise nach 9s, . • .9 9^ zu sumimiren haben, so dass die- 
selbe ist 

t* *• 



— 09 —00 



00 QD oc 



— OP 
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Hieraus folgt nun fiir die Wahrscheinlichkeiten, angenom- 
mene Werthe von 91, . . ., q>i seien die wahren Werthe dieser 
^roseen, was auch die Werthe jeweils der iibrigen sind: 

hyki A*i- ffl) « hykq _a*i-/»« hy ki ^jttujmj* /\ 

y n y n y n 

woraus denn nachtraglich zu ersehen ist, dass ^i, . . . ^ki positiv 
sein miissen. 

Bestimmung des mitderen Werthes von ^i^i^- 

Nunmehr wenden wir uns zur Bestimmung des mittleren 

Werthes von ki 91 2. Setzen wir hV^ki = fc, so folgt aus («), es 
sei die Wahrscheinlichkeit, ein beliebig angenommener Werth von 
q>i sei der wahre Werth dieser Grosse, was auch die Werthe von 
9)3, . . ., q)i sein mogen: 

y n 

Daraus folgt, wie in §. 2, dass die Wahrscheinlichkeit, der 
wahre Werth von 91 liege zwischen den Werthen a und i, ist 

k 



y^fe-^>U^, 



und wenn a = — 6, so driickt die Grosse 

aus, es liege der wahre Werth von 91 zwischen — b und -|- ^' 
Die Grrosse (e^) sagt ferner, dass positive und negative Werthe 
von 9i gleich wahrscheinlich seien. Daraus folgt, dass die Wahr- 
scheinlichkeit, es liege qpi zwischen — a und — i, dieselbe sein 
miisse, als die es liege qpi zwischen -f- « und -|- ft, so dass die 
Wahrscheinlichkeit, g?i liege seinem absoluten Werthe nach zwi- 
schen a und 6 (& Z> «) 5 ist 

b 



V: 



Dienger, Methode der kleiusten QtiadratBummen. 
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und 0,5 . 0,0286 = 0,01430 ihrer 52050, also von 95 : 49,4, 

in Wirklichkeit 50, 
und 0,7 . 0,0286 = 0,02002 ihrer 67780, also von 95: 64,5, 

in Wirklichkeit 67, 
und 1,0 . 0,0286 = 0,02860 ihrer 84270, also von 95: 80, 

in Wirklichkeit 80, 
und 1,5 . 0,0286 = 0,04290 ihrer 96610, also von 95: 91,7 

in Wirklichkeit 94, 
und 2,0 . 0,0286 = 0,05720 ihrer 99532, also von 95: 94,5, 

in Wirklichkeit 94. 

Ferner liegen unter 0,0136 ihrer 47, iiber 0,0136 aber 48 
Fehler, so daes mrklich die Beobachtungen mit der Theorie so 
ziemlich iibereinstimmen. 

Was die wahrscheinlichen Fehler der beiden Crrossen x und 
y anbelangt, so ist (§. 8) 

der von 8,81297 gleich ^^^ = 0,004725, 

V 8,3 

der von 0,0057695 gleich -??2i^ = 0,00002145. 

^ V^401746 

3) .Wollte man ebenso fiir das vierte Beispiel des §. 5 ver- 
fahren, so waren die dortigen Grrossen (1), . . ., (12) geradezu 
unsere v, so dass also 

[^^0^] = 40 (1)2 + 20 (2)2 H f. 50 (12)2; 

dann ware in der Formel (33^) jetzt wi = 12, n = 12, r = &i 
da man nur 12 Beobachtungen fiir 12 Grrossen hat, fiir die ^ 
Bedingungsgleichungen bestehen. Demnach ware der wahrscheir^"' 
liche Fehler einer Beobachtung vom Gewichte 1 gleio^ 

0,6744897 y L^^^LJ. Die wahrscheinlichen Fehler der gemacl 

ten Beobachtungen, deren Gewichte 40, 20, . . ., 50, sowie d^^ 
Endresultate, deren Gevrichte nach §. 9 bestimmt werden, find^^ 
sich dann in bekannter Weise. 

4) Man kann vermittelst des Vorstehenden auch die Aufgat>^ 
leicht losen, zwei Instrumeiite, die zu denselben Messungen vejc*^ 
wendet werden konnen, in Bezug auf ihre verhaltnissmassig'^ 
Giite und Brauchbarkeit zu priifen. Wir woUen annehmen, m»i* 
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habe zwei Theodoliten, die man in dieser Beziehung untersnchen 
soil. Man messe nun mit dem einen derselbAn einen bestimmten 
Winkel sehr viele Male, berechne nach §. 4 den wahrscheinlich- 
sten Werth desselben und dann nach §. 10 den wahrschein- 
lichen Fehler der Beobachtung vom Gewiehte 1, d. h. der ein- 
fachen Beobachtung, wenn man alle gemachten Beobachtungen 
als gleich genau ansehen kann und jeder das Gewicht 1 beilegtt 
Ganz ebenso yerfahre man mit dem anderen Theodoliten, wobei 
man keineswegs denselben Winkel wie vorhin zu messen hat. Sind 
nun r, r^ die gefundenen wahrscheinlichen Fehler, so verhalten 
sich die beiden, mittelst der zwei Theodoliten durchgefiihrten 

Beobachtungsmethoden wie ~ : — , in welchem Verhaltnisse nam- 

lich die Gewiehte stehen, die man den Beobachtungen, die mit 
diesen zwei Instrumenten gemacht sind, beilegen muss, wenn man 
sie mit einander verbinden will. Kennt man dies nun einmal, 
so wird man, wenn man denselben Winkel mit beiderlei Instru- 
menten gemessen hat, der einfachen Beobachtung mittelst des 
ersten Instrumentes das Gewicht 1, der aber mittelst des zweiten 

das Gewicht ( — j beilegen. 

§. 12. 

Gewicht des durch (33') bestimmten Werthes von A, also 
wahrscheinlicher Fehler dieser Grbsse, vorausgesetzt 

m sei gross. 

Wir haben in §. 10 gesehen, dass die Wahrscheinlichkeit, 
ein beliebig angenommener Werth von h sei gerade der rechte 
Werth dieser Grosse, ist 

wo wir zur Abkiirzung die Grosse [flfv*] mit r* bezeichnet ha- 
ben (wo naherungsweise r^ = -j — [^gvo^l nach §. 10). Als 

wahrscheinlichsten Werth von h haben wir daraus gezogen y -^-^ > 
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80 daes wenn wir diesen Werth mit A© bezeichnen und A = i© 
-[- z setzeDy man itgen kann, die Wahrdcheinlichkeit Rq -^ z sd 
der wahre Werth von A, d. h. man begehe einen Fehler Zy wenn 
man ho als wahren Werth von h annimmt, ist 

S(ho + z)'^e-''*^^^+'y' 

wo nun das JS sich auf alio Werthe von z bezieht Man siebt 
leicht, dasfly well h nur poiitive Werthe annehmen kann, z nur 
von — Aq bis -|- Qo sich erstrecken kann, so dass die eben ge* 
nannte Grosse auch gleich 

-ho 

ist, und also die Wahrscheinlichkeit ausdriickt, man begehe einen 
Fehler z^ wenn man den Werth Iiq als wahren Werth von A 

nimmt f wo Ao = y "oT — ~S~)' ^^^ das bestimmte Integral 

im Nenner anbelangt, so Qei Iiq -\- z = u , und es ist dann das- 
selbe = 



Die hier vorkommende Grosse r^ ist natiirlich eine Con- 
stante. Setzt man noch ru = a^ so ist dies Integral = 



Was nun den Werth dieses Integrals anbelangt, so ist 
fiir m = 2t, d. h. gerade: fx^^e'~'**dx =? "'^ —^ -, 



00- 



fur m = 2i+ 1, d. h. ungerade:/a?2«+ie-*'rf^ = i. 1.2.3..*^ * 



Daraus folgt nun fiir die Grosse (a) : 
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Lr 971 = 2%y d. h. wenn m eine gerade Zahl: 

1.3.5...(2i— 1) VH ' 
iir w = 2 1 -f- 1 , d. h. wenn m eine ungerade Zahl : 

.1 tji 4 O » • • % 

Setzt man hier r = t- ^^ -r-, so it lliese Grrosse fiir 



m = 2i: 



..„+..-'-^(^)"r<'^)- 



*o.l.3.5...(2t— l)/i ' 

^ _ 2i _l_ 1: \ ^ y \ Aq / 

^^ * /i« . 1 . 2 . 3 . . . t 



Daraus folgt weiter, es sei die Wafarscfaeinlichkeit, dass z 
n Werth babe, also /to der rechte Werth von h sei: 

77= Oder =—7, i-j . 

1.3...(2t— l)AoV^« 1.2...i./jo 

Nennt man diese Grrosse k, so ist also die (a): 

(i + iJ'r'K^")--] ^„ i(i+i^"*-r'-St'[(*^')--]. 

iMPffenbar ist der wahre Werth von z klein, selbst klein im 
ciftaltniss zu h^y da ja letztere Grosse der wahrscheinlichste 
^erth ist Dies ist iibrigens um so wahrer, je grosser m ist, ^ 
id auch nur imter dieser Voraussetzung werden wir auf die 
Sfitimmung von ^ einigen Werth legen. 

Gesetzt also, m, d. h. i, sei sehr gross, so ist bekanntlich 
hezu 

1 . 3 . 5 . . . (2t - 1) = V^ . (itJe-U 
1.2.. .i=Y2i^t*e-*, 
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nahezu = 



_ V^.(2t) > _V2i^Vm 

=—7; , *i K nahezu = , .. 

1.2...< V^2att'+'>^e-' 



..-..e-i±i)'-vii+i .-.(x+ij-^iHi 



Fiir ein grosses i ist aber nahezu 



= V7, 

80 dass also auch obige Grosse = — ^3" = -^r== ist. Also ist 

immer k = — t7= ^ • 
Ferner ist 

i?^ also wenn man die hoheren Potenzen von t- als die zweite v^^ 

ho 

nacblassigt, so ist diese Crrosse gleich 
Ebenso 



"■ m t^ 
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Daraus folgt endlich, dass fiir ein bedeutend grosses m die 
rosse (a) ist . 

Vergleicht man dies mit der Formel (3') in §. 2, so folgt 
Braufi fiir das Maass der Genauigkeit der Bestimmung von 

: —7 — , und also ist der wahrschiinJiclii- Fehler von Ao • r7=- 
/«o - '_^'- ym 

an kann also bei ziemlich grossem m eins gegen eins wetten, 

liege der wahre Werth von It zwitfchen 

80 der wahre Werth des wahrscheinlichen Fehlers der Beob- 
ihtung vom Gewichte 1 zwischen 






id 




9 



V = "('+v^) 



enn Vq z= f-^ und man beachtet, dass nahezu = 1 T "^ > 

"0 -i I 9 ym 



'±Vr 



m 



ftb TT^- sebr klein. 
^^ Ym 

So ist in dem Beispiele 1 des §. 11: y = 0,08846, so dass 

*o der wahrscheinliche Fehler der einfachen Beobachtung zwi- 
len 5,118 (1 +0,08846), d. h. zwischen 4,665 und 5,571 schwankt. 

In dem zweiten Beispiele des §.11 kann man eins gegen eins 
•tten, der wahrscheinliche Fehler der einfachen Beobachtung 
ge zwischen 

>136 (l — -^\ = 0,0130 und 0,0136^1 + -^'\=0,t)143, 

r4 
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Dass hiemach auch die wahrscheinlichen Fehler der gefiin- 
denen Resultate innerhalb ihrer wahrscheinlichen Ghunzen gege- 
ben sindy versteht sich von selbst. 

Wir haben damit die fiir die Anwendung nothwendigen Leh- 
ren der Methode auseinandergesetzt, und woUen sie nimmehr noch 
zur Uebung auf eine Reihe einzelner Fragen anwenden, nachdem 
wir nur noch eine Bemerkung in Bezug auf die Priifung von 
Hypotheien mittelst derseiben gemacht haben. 

§. 13. 

Priifung gemachter Hypothesen. 

In einer Menge von Aufgaben der Physik und Technik kennt 
man die Form der in §. 3 mit F bezeichneten Function der Un- 
bekannten nicht, sondem wahlt dieselbe erst So setzt man haufig 

F = A-\- Bx-^- Cx^-\- Dx^ -^ , (a) 

wo man, da fiir eine Reihe von Werthen vo njg^d ie zugehorigen 
Werthe von F bekannt sind, nun die Werthe HV^, B, ,0, D,„, 
bestimmen will. Was nun diesen Ausdruck (a) anbelangt, so ist 
er natiirlich desto einfacher, je weniger Glieder man in demsel- 
ben beibehalt. Wir wollen annehmen, man behalte die drei 
ersten, seize also: 

jP = ^ 4- jBa? + Cx^ (b) 

und kenne nun fiir a? = «!, Oj, . . ., am die Werthe /\, . . .» 
Ffn von F mit den Gewichten 5^1, • . ., gr,„, so dass 

Fi =A-{'Bai 4- Cui^ (Gew. ^1) , 
F^=A+Ba2 H-Ca^^ ( „ g^). 

Fm^A-^-Ba^-i- Ca^^ (Gew. g^) , 
so wird man, wenn man dies mit §.3 vergleicht, haben: 
Oi = 1, 61 = «! , Ci = ai2 , 

Oj = 1, Jj = ^2j C2 = CC2^9 X=:A9y = BjZ:=: C 9 



Om= 1> im= ^m^ Cm= CC^^j 



H^ 
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id hieraus die wahrscheinlichsten Werthe von A, B, C nach 
3 [Gleichung (11)] ziehen. Sind diese beetimmt, so ermittle 
an nach §. 10 den wahrscheinlichen Fehler der Beohachtung 
»m Gewichte 1, wodurch auch die wahrscheinlichen Fehler der 
eobachtungen von den Gewichten ^i, . • •> gm bekannt sind. 
Edlen nun diese wahrscheinlichen Fehler so aus, dass der Beob- 
ihter sie fiir seine ihm durch lange Uebung bekannte Beobach- 
ngsweise fiir zulassig halt, so wird man sich mit (b)^ d. h. mit 
in drei ersten Gliedem von (a) begn&gen konnen; fsllt dage* 
m der wahrscheinliche Fehler zu gross, aus, so ist dies sioher 
1 Zeichen, dass man mit (h) sich nicht begniigen kann, sondern 
itweder mehr Glieder von (a) nehmen muss, oder gar der 
rosse F eine ganz andere Form zu geben hat. 

Sind, wie fast immer, alle gemachten Beobachtungen vom 
eichen Gewichte, so kann man, wie in §. 11 geschehen, nach- 
hen, ob die wirkliche Vertheilung der Beobachtungsfehler der 
eoretischen (§. 2) entspricht. Ist dies der Fall, so hat man 
aen weiteren Priifstein fiir die Zulassigkeit der angenommenen 
)rm; ist es flM der Fall, so wird man fur F eben weitere 
lieder zu nehiffin haben. 

Selbst in dem Falle , da die Form der Grrosse F in (a) zum 
oraus bekannt ist, wird man dieses letzte Priifungsmittel an- 
snden, da, falls es zutriffit, dadurch bestatigt ist, dass die Vor- 
issetzungen, die wir in §. 1 in Bezug auf die zufalligen Beob- 
ihtungsfehler machten, erfiillt sind, also namentlich nicht etwa 
tnstante Beobachtungsfehler, deren Quelle mithin entdeckbar 
t, vorkommen. 



^ lender, Methode der kleinsten Qaadratanmmcn. 



^ 



Theorie des Repetitionsverfahrens bei 

Winkelmessungen. 



§. 14. 

I. Einfache Winkelbestiminung. Wahrscheinlicher Pehler 

derselben. 

Angenommen , es sei fur die Ablesung eines Winkels am 
Theodoliten der wahrscheinliche Fehler = j|icf||^ die Einstel- 
lung des Instruments auf den Visirgegenstand ibfer a (beide etwa 
in Secimden gegeben); sei femer 1 das Gewicht einer Beobach.- 
tung, deren wahrsclieinlicher Fehler = 1 ist, so sind die Ge- 

wichte fiir die Ablesung und Einstellung gleich -^ und — (§. 3^' 

Gesetzt nun, man woUe einen Winkel ACB messen, so sixn-d 
dazu, wenn man bloss einfach misst, folgende Operationen notli- 
wendig : 

1) Die Alhidade wird festgestellt; der Index derselben ent- 
spricht alsdann einem Punkte u der Theilung, den wir durch 

Ablesung = m finden, mit dem Gewichte t^ . 

2) Ohne u zu andern, wird das Instrument auf A einge- 
stellt; die Entfernung der Richtung nach A vom Anfangspunkt 

der Theilung, v, ist dann gleich u^ mit dem Gewichte ~. 

3) Ohne v zu andern, wird die Alhidade gedreht und da^ 
Instrument auf B eingestellt, wodurch der Index der Alhidad 
auf einen auderen Punkt w der Theilung komnit, dessen Entfer 



^W^ 
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lung vom Anfangspunkt = t; -f- ^ ist, yfo x =i ACB^ mit dem 

jrewichte — . 

4) Die Angabe des Index, w^ wird abgelesen und gleich m* 
^efiinden, mit dem Gewichte -r^. 

Also hat man folgende Gleichungen: 

!< = w f Gew. ^J , V = « f Gew. —J , wz=iV-\- x TGcw. —J , 

w = m^ f Gew. -T^j. 

Vergleicht man dies mit (6) in §. 3, und ordnet die vierUn- 
bekannten so: x, t/, v, w, so ist: 

Oi = 0, 6i = 1, ci = Oy di = 0, Fi =: my gi = g^, 

0, = 0, 62 = — 1, cj = 1, (ij = 0, 7*'2 = 0, gra = — , 

«8= — Ij fts = 0, C8= — 1, 6^ = 1, i^'8=0, gfa = --, 

a4 =0, 64 = 0, C4 = 0, ^4 = 1, i^; = m', 5^4 = — . 

[ga^] = -, [^at] = 0, [gac] = -, [gad] = - ^, [s^^^l 
= 52 + ^.' [>H = -^,. [^td] = 0, [^c2] = |2^ L^cd] = 



wf 



^ 0, [jrdi^] = ^, also wenn zuerst {jgaF] = i, (wo i = 0): 

^ 0? JL _j_ /^^ _L i_^ ^ 

— "' ~ a2 "■ a2 -i- \a2 + /32;^ - ^2 ' 

woraus: 

117 = A/33 -f- m', w = m — A/J2, V =r m — («» + /}2)A, 

a? = 2(a2 -|- j52) A ^ ;n' — m, 

worin eigentlich A = 0, also x r=i m* — m itt. Nach §. 7 (For- 



4 
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meln 23) ist aber das Gewicht von a = ^z « i nn\ 9 also der 

wahrscheinliche Fehler von x gleich V^2(a2 ^ ^2)^ ^e natiirlich, 
da vier Operationen, von den wahrscheinlichen Fehlern /S, a, a, /3 
nothig waren (§. 6. III). 

n. Repetitionsbeobachtungcn. 

Gehen wir nun zu Repetitionsbeobaclitungen tiber. Das erste 
Geschaft bei solchen Beobachtungen ist genau dasselbe, wie so 
eben beschrieben; sodann schliesst man die Alhidade an den 
Limbus und fiihrt beide vereinigt auf A zuriick, auf welchen 
Funkt man das Instrument einstellt. Der Limbus wird sodann 
festgestellt, die Alhidade gelost und auf B eingestellt. Von jetzt 
an wiederholt sich das Verfahren so oft man will. 

Es ist klar, dass das w, auf das ^lan bei der ersten Opera- 
tion gekommen ist, die Stelle des u der zweiten Operation ver- 
tritt. Lase man nach jeder £instellung ab, so hatte man, wenn 

man n Operationen macht, zur Abkiirzung — = a, ~ = fe setzt, 

folgende Gleichungen, deren Gewichte jeweils senkrecht dariibex- 
stehen : 



u = m. 



a 


a 


b 


V u. 


V -\-a — Wf 


W z=: mi, 


Vi =zw, 


vi -\-a = Wi, 


Wi — fH2 , 


V2 —Wly 


V2 -f-^ — W'2* 


W2 — wis, 



'«> 



(A) 



wo m, mi, , , ., rrin die auf einander folgenden Ablesungen sind, 
und a der zu messende Winkel ist Man hat alsdann die Unbe- 
kannten: w, v, Vi, . . ., v«— 1, tr, zi^i , . . . , Wn—19 ^9 der Anzahl 
nach 2w -j- 2, wahrend man in (A) 3n -f- 1 Gleichungen hat. 

Wiirde man bloss zu Anfang und £nde ablesen, so fallen in 
der letzten Verticalreihe von (-4) alle Gleichungen bis auf die 
letzte weg, und man hat also 2w -f- 2 Gleichungen. 

In der Kegel wird weder der eine noch der andere dieser 
Falle eintreten, und wir woUen deshalb annehmen, man lese ab 
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nach der cten, dten^ eten, . . ., nten Operation, und habe dort 
mc9 ma, ^«, • • .j w„, so werden die (A) nun die folgenden sein: 

b a a b 






c» 



(^0 



t^d-1 



w;d-2j ^d-i + ^ = w^d-i> t^d-i = w 



d9 



Nach den Grundsatzen des §. 3 muss nun die Sumnie 
b(u — m)2 -f- «(^ — ^)^ 4" ^(^ "I" ^ — '^y 



+ a(Vn-i 






ein Minimiun sein. 



Die Unbekannten sind: a, u, v, Vi, . . ., i(?n— 1> ^> ^i> • • •> 
ti7„_i, so dass man nach denselben zu diiFerenziren hat. Dauns vor 
Allem der Werth von a und dessen Gewicht interessirt, so wollen 
wir zuerst nach a; differenziren , wodurch die erste der Gleichun- 
gen (11) des §. 2 zum Vorschein kommt. Diese ist hier 

a^v -{- x — w -^ Vi -j- X — t^^i-f-* — f-v„__i-}-a? — w?«— i} = 0, 

so dass die Grosse [^gaF"] der (11) in §. 3 Null ist. Wegen 
§. 7 wollen wir aber etwa k schreiben, da wir [vergleiche (23) in 
§. 7] den Coefficienten dieser Grosse k im Werthe von x brau- 
chen. Man hat also 

ana?-|-a(v-|-^i+Va+*"+v»-i) — o(t^+t/?i-f-'*— f-tx?„_i)=i!;. {B) 
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Die Differentiation nach y, vj, . . ., v^-_i giebt: 

2« -|- a? — (u -^ w) =0, 
2vi -|- ^ — (^ + ^i) = O5 

2Vn-l + ^ — (w?„-2+^n-l) = 0, 

wahrend die nach w, t(?, m^i, . . ., M?n— i giebt: 

(a -^ b)u — av — 6m = 0, " 
2t<? — (i? -|- Vi) — js = 0, 

2w7l (Vi -f- Vq) iT =0, 



(B') 



2w?c-2 

2w?, 



(yc-2 + Vc-i) 



ax 

X 



— bm^. = 



(2a-(-6)w?d-i — a{va—i -|- Vd) — a^ — bma = 0, 
2w?d — (Vd + Vd+i) —X = 0, 




(a-|-6)ti?„-.i — av„_i — ax — 6m„ = 0, ' 

au8 welchen drei Gleichungssystemen nun die TJnbekannten ^i 
ermitteln sind. Aus den (£') folgt zunachst: 



V 



U-\-W X W-^-Wi 



X 



Vi = 



t'n-1 



_Wn-2-^Wn-.i—X 



, (CD 



und wenn man diese Werthe in (i5") einsetzt, so erhalt roan Cii 

die erste, cc + i)te, (d+Dte, . . ., f^+i^te, indem man zur Abkurz«-:« 

b 

— =z y setzt: 

a 

(1 -|- 2y)u — ti? = 2ym — x, 

— ^€-2 + (2 + 2y)wc-i — Wc = 2ymc, 

— Wa-2-\' {2 -]-2y)wa-i'-Wa=2Ymay 

— We^i-j- (2 -■{'2y)we^i — We = 2ymey ) i^*) 



— f^n-2 + (1 + 2y)t^n-i = 2ymn + Xy 

wahrend jede der anderen die Form 
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W7r— 1 — ^r — 9 = t^r — W7^— 1» {^1 — W = W — u) , {C") 

hat. Aus den Gleichungen (C") folgt, class die Grossen: 

W, M7, l^?!,..., Wc-.\\ Wc-i9 Wcf.., «?<*-i; y^d—ly «?<«»•••, W?^_i; ... 

fur sich arithmetische Eeihen bilden, so dass: 



w — u 



= Wi — w z= W2 — Wi = 

Wc-i — u 



MJ/r- 



w 



Wc-i = Wc^ 



= Wa- 



^d — ^d-i = ^d-^ 



^e- 



— U?c-2 = 

V 

— lOc = t^c+2 — ^c + 1 

W^^l — W 



— W?d-2 = 



e—l 



We-l — Wd^l 



— We-2 = 



e — d 



Setzt man dies in (C'), so erhalt man: 
y2y -f- -Ju — - Wc-i = 2ym — a?, 

jn + (2Y + i-\-^y,.,-j^^w,^, = 2yrn,, 



(O) 



\¥0 die «te die vor der nten hergehende Ablesung bedeutet. 

Hieraus nmi bestimmt man x in folgender Weise. Man di- 

vidire die erste Gleichung {D) durch (2y -| jc und addire sie 

dann zur zweiten, so fallt u weg; dividirt man nim diese neue 
Gleichmig mit dem mit (d — c) multiplicirten Coefficienten von 
«?<._! mid addirt sie dann zur dritten, so verschwindet mJc— !>•••> 
80 dass endlich erhalten wird: 

LWn — l = M -|- Nx, 
Wo L, Mf N bekannte Grossen sind. Wendet man dasselbe 
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Verfahren an, indem man mit der letzten Gleichung (2?) anTan^t 
und nach einander Wn—i, t^,— i, • • •> Wc—i wegschaflt, so ex- 
halt man 

L'u = ili' + N'a, 

wo i', M^, N' abermals bekannt sind. Zieht man hieraus n, 
Wn^u ^T^^ beachtet, dass 

V + V1 + V2H |-Vn-1= ■ ^^ ' ' 2 ' 

III /III \ ^ ^n^l W^ 

v + i'iH |-v„_i— (w? + w;iH h^n-i) = 2 """2 T' 

also die (jB): 

, u Wn—i nx k , 2 k 

so hat man 

, M'-4-N'x MA-Nx 2 k 

—LL'-M'L-4-ML' 

a ' 

*~ LL'n-\-N'L — NL" 

woraus, da k eigentlich 0, als wahrscbeinlichster Werth yon as 

folgt: 

ML' — M'L 

X = 



" nLL'-\-N'L—NL' 
mit dem Gewichte 

nLL'+N'L — NL' ,, „^ 

2LL' "' (§• ')' 

80 dass der wahrscheinliche Fehler von x ist wegen a := — : 



1/ 2Z.L^ 

" V nLL'-[-N'L-NL'' 



III. Besonderer Fall, da c, c?, . . . n eine arithmetische 

Beihe bilden. 

In der Kegel geschehen die Ablesimgen so, dass man etw* 
von 5 zu 5, oder 10 zu 10 u. s. w. Operationen wieder abliest. 
In diesem Falle, den wir besonders betrachten wollen, bilden 
c, J, e, . . . eine arithmetische Reihe und es ist df = 2 c, 6 =^ 
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5, ...,« = (p — l)c, n = pc; muldplicirt man nun die (2?) 
it c und setzt oy -^ 1 = k^ so ist 

\k — l)u — tDe—i = (k — l)m — ca, 

— u -j-iktDc-i — w?'2c«i =2(A — l)me, 

— Wc-i-\-2kw2c^i'-W3c-i =2(A— l)mac, \(i?0 



— W(p^i)c--i -j- (2k — V)Wpc-i = 2{k — l)mg^'j'Ca. 

Verfahrt man niit diesen Gleichmigen, wie oben fiir die (D) 
orgeschrieben, imd setzt nach einander: 



2k 



2A— 1 



— A^l, 



m 



Zfc 7" ^= K^f 



2k— 1 
Mr 
kx 
M^ 

A, 



+ »», = Ml, 
+ »»»« = M^i 

-)- fWse ^ Afg, 



u 



fCp—2 



= ^t>:-i> 



i^l 



= k , 



i»/^-i 



-f. m^ = M|,, 



kp—i kp—i 

zieht man aus (2?') in der angegebenen Weise: 

1 _2(k — l)m ex 

■^2FZr^c-i 



2k — \ 
kiWc-i —Wic-i = 2{k—'l)Mi 



2k — V 
ex 

2F=o[' 

ex 



ex 






dass 



= 2(A-l)Jl/^- 



(£) 



(2)!: — 1)^1^2' 



ex 

(2k — l)iiAj|...ip_i 



-\-exy 



= k„ M=2ik-1)M„ N=c{l- '^^^_^^l _) . 
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Setzt man weiter: 

so hat man eben so 

V = kp = L, M' = 2(k — 1) 3f'^, 

^' = ""1(2^-1)^1^2. .,*,-! - 1; = - ^• 

Demnach ist 



C^O 



X 



"*'' + ^''UA,...i«-.(2A-l) ~ V 



mit dem Gewichte: 



(F) 



|- [nkj, + 2c^^__^^ 2A_1) - Vj • 



Was kp anbelangt, so ist, wie leicht ersichtlicfa : 



kp — 2k— 1 — oT 1 1 

^^ 2k- ^ 



2k. 



(G) 



2k — 



2k — V 



wo der Kettenbruch die Grrosse 2^ in seinen Nennern p — Ida. 
wiederholt. Sonst ist 



AJr -^— ^ A/ 



2k 



2k— 



2k— 



2k— V 



(Cf> 



WO 2 A in den Nennem r — Imal wiederholt ist. 

Um eine Naherung zu erhalten, wollen wir annehmen, w, 
so wie p seien ziemlich gross, so ist, da i >> 1, also Aji, ^2* • • •' 

kp desgleichen >> 1, die Grosse t 1, rehh r\ ®®^^ klein, so 
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dass whr tie vemachlaseigen woUen. Was kp anbelangt, so wol- 
len wir den Kettenbruch (G) als geradezu unendlich ansehen and 
seinen Werth nut z bezeichnen, a^so setzen 

z = -^^, e» - 2kz=-l, z = k±Vk^ - 1, 

wo, da z <^ 1 , wegen A; ]> 1 das untere Zeichen zu wahlen ist, 
mithin naherungsweise 

*p = 2i — 1 — ife + Vk^ — 1 = i — ; -f- Via — 1, 

80 dass also, wenn n sehr gross, und ebenso p, (wo n=pc), 
naherungsweise das Gewicht von x ist: 

ape ac __ ££./ ^ \ 

=TVP+-^ 2Vk-i = t(^+1" K FrT> 

a ' 

Hat man bloss eine Ablesung zu Anfang und Ende (die ge- 
wohnliche Art), so ist p = 1, c = w, mithin sind jetzt die (D): 

l2y-] )u Wn — i =2my — a?, 

— - w -f \2y -f- ^Jw^i = 2m«y-f- a?, 

woraus, indem man u eliminirt: 

(4w2y2 ^ 4:ny)wn-i = 2wy(2nym„ + w„ -f" ^) "f" Zn^yo?, 
L = 4:ny(ny -f- 1), Af = 2wy (2nym„-f- m^-f- m), iV=2n2y, 

und indem man w^^—i eliminirt: 

(4yi2y2 »|- 4ny)z^ = 2ny (2nym -f- ^ + *^«) "~ 2n2ya?, 
i' = 4ny(ny4-l), 3f'=<2wy(2nym4-»w + ^«)» iV'= — 2n2y 

Also ist jetzt 

2ny(2nym^4^n+^H^K^y+l) " 2y*y(2nymrfm-{-iyi«,)4ny(ny+l) 
*~" 16n8y2(ny-|-l)2— 2n2y.4ny(ny-f-l)— 2n»y.4ny(ny-f-l) 



w„ — m 
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mit dem Gewicfate 

16n^yg(ny-|-"l)^~ 16yigyg(ny-f-^) _ w»ya 

32n2y2(wy + l)2 ^ ■" 2(ny + l)* 

b a^ 1 , 

oder da y = - = — , a = --, so ist das Gewicht: 

2(na2 + /J2)' ^ ^ 

Wie wii' in dem vierten Beispiele des §. 5 gesagt, sind dort 
die Gewicfate geradezu den Repetitionszafalen proportional genom- 
men. Dies setzt voraus, dass man fi^ gegen na^ vemacfalassigt; 

dann wird freilich die Formel (H^) zu r — - = ^ . Hat man nur 

^ ^ 2na2 a2 

eine einfache Winkelbeobachtung gemacht, so war der wahr- 

scheinliche Fehler = V2(a2 -|- fi^); wiirde man denselben Win- 
kel nmal einfach beobachtet haben, und hatte dann aus alien 
Beobachtungen das arithmetische Mittel genommen, so ware der 

wahrscheinliche Fehler des Endresultats (§. 8) gleich 1/ —5^ — JlzJ ; 
ist aber derselbe durch n fache Repetition, ohne Zwischenablesung, 
nach der Formel a = — gefunden, so ist nach (JT') der 






wahrscheinliche Fehler = l/ — ^^ , '^ ^ =| / — ^ ^. Da 

aber immer y -^ '-^-^ > 1/ ^, so ist das ge- 

wohnliche Eepetitionsverfahren im Vortheil gegen die 
Winkelbestimmung mittelst des Satzes vom arithmeti- 
schen Mittel. Ist jedoch /J2 gegen na^ zu vernachlassigen, so 
ist dieser Vortheil unbedeutend. 

Was a und /3 anbelangt, so ist V*2(a2-|-^2) der wahrschein- 
liche Fehler einer einfachen Winkelmessung, den man nach §. 10 
durch vielfaches Messen von Winkeln ermitteln kann. So fand 
Bess el (vergl. „Gradmessung in Ostpreussen von Bess el" 
S. 73, „Astronomi8che Nachrichten" 1834, Nr. 256) aus 55 Beob- 
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achtungen dreier Winkel: a^ -|- /J^ = 4,2052, zugleich schiitzt er 
«5 = ^, 80 da88 fiir c = 5, cy = 1, k = 2 wird. Dann ist 

a2 = 0,7008, /J2 = 3,5044, « = i, t = i. 

a- p^ 

Berechnet man, indem man voraussetzt, die Ablesungen ge- 

schehen von 5 zu 5 (c = 5), nach der Formel (F) den Winkel, 

so erhalt man nach Bessel: 



-5 a 

a fe.2 
o c2 



Werth des Winkels. 



Gewicht. 



5 
10 
15 
20 
25 
30 
35 
40 







5 


m 










^xa 


m 








10 








5(m,5 - 


-m) + 
80 


WliO — WI5 








4(^40 - 


90 


m,5 W5 








19(mj5 — m) + 


5(Wso - 


- wis) 4- w»,5 — 


W»,o 








555 










15(m8o — w) -f 


4(m,5 - 


- w»5) + »»so — 


W»io 








540 








71 (m 


.5 — wl)4-19(m3o- 


-'»5) + 


5(w»«5 w*io) + 


m^o — 


'W,5 






3040 








56 (w 


4o— w)+15(m35- 


-m.) + 


4(m8o — m,o) + 


Wis — 


■W*I5 






2780 









1,783 
4,754 
8,150 
11,GG9 
15,222 
18,784 
22,349 
25,914 



wobei natiirlich die obigen Werthe von k and af = -jj zu Grunde 

gelegt sind. 

Fiir den Fall der blossen Ablesung zu Anfang und Ende 
hatte man natiirlich nach {H) und (H^ zu verfahren. 

Nach den angegebenen Formeln hat Bessel a. a. O. seine 
Repetitionsbeobachtungen berechnet. So theilt er S. 231 folgende 
Resultate mit: 
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Vervielfaltigiingen. Winkel. Gewu^^ 



1835. Aug. 29 


0» 5' 59,75'' 


5 


209 1 53,00 


10 


57 57 50,25 


15 


266 53 34,25 


20 


115 49 21,50 


25 


324 45 20,00 


30 


173 41 9,00 


30 


20,00 


5 


208 56 13,00 


10 


57 52 5,00 


15 


266 47 50,00 


20 


315 43 40,00 


25 


324 39 30,00 


30 

• 


173 35 21,25 


35 


22 31 16,25 


40 


231 27 11,75 



410 47' 10,293" I8,7g 



410 47/ 10,249" 25,914 



Beispiele zur allgemeinen Theorie. 



§. 15. 

I. Empirische Formel zur Darstellung periodischer 

Erscheinungen. 

Eine Menge Erscheinungen in der Natur wiederholen sich in 
jwittsen Perioden, so die Temperatur des Tages, die Barome- 
rstande u. s. w. Urn nun dieselben, ihrem Zahlenwerthe 
kch, durch eine Formel auszudriicken, wollen wir uns den Um- 
ng der Periode in n gleiche Theile getheilt denken (z. B. bei 
in Temperaturen den Tag in 24 Stunden), und setzen 






(34) 



T den Werth der zu beobachtenden oder durch Bechnung 

1 bestimmenden Grosse in dem Zeitpunkte x vorstellt*). Die 
rossen -4, ai, a^, . . . , a,t_i, a«_i sind 2n — 1 Constanten, 
e aus gemachten Beobachtungen zu ermitteln sind. Dazu 
ihoren aber mindestens ebenso viele Beobachtungen; hat man 
)ren mehr, so muss natiirlich die Bechnung nach §. 3 gefuhrt 



*) Gesetzt etwa, es handle sich um die Temperatur in einem bestimmten 
igenblicke des Tages, und sei n = 24, so stellte also T die Temperatur 
r Zeit X vor, wo dann die Zeit etwa von Mittag an gerechnet ist. Dasselbe 
It, wenn es sich um den Barometerstand u. s. w. handelt. Das spater zu 
bende Beispiel wird ohnehin die Sache weiter erlautern. 
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werden. Die Formel (34) kann, wie man leicht sieht, aach so 
geschrieben werden: 

T ^= A 4- Ai sin, 1- A2 sin. h • • * 

n ' n ' 

, . . 2(n — l)nx 

-f- An-^istn. — ^ ' 

n 

, 2jtx , „ ina; . f \ ) 

+ Bi COS. h- ±f2 COS. U . . . 



+ JDn—lCOS. — ^ 



wo Ar =^ Or COS. tt^, Br = «r ^^' «r> ^nd wcnn Ay Aiy . , ., 
An— 1 9 Bi, . . ., Bf^—i bestimmt sind, so kennt man auch die 
Constanten in (34). In der Begel begniigt man sich mit einigen 
der ersten Glieder der Formel (34), z. B. mit den drei ersten. 
Behufs der Bestimmung der Constanten wollen wir nun anneh- 
men, es liegen n Werthe von Tvor, die ^ = 0, 1, 2,..., n — 1 
entsprechen, wo man also in der Formel (34) nur so viele Glie- 
der beibehalt, dass die Zahl der zu bestimmenden Constanten ge- 
ringer ist, als n. Die Werthe von T seien Tq^ . . ., jT^—i, so 
dass in (34^): 

^ . , . . . 23r , - . . 43r , 

Iq = A -\' Ai sin. -(- A2 sin. 1- . . . 

,0 . 23r . r, . 43r , 

-|- Bi COS. -f- B2 COS. 1- 



• • • 



n n 

Ti =z A "V- Ai sin. — '- -f- A^ sin. —^ 1- 

ID 1 .2n , „ 1 . 43r , 

+ Bi cos. -f- Bo COS. \- 

' n ' n ' 



rr A I A ' (n — T)2n . . . (w— l)43r , 

T^-i = A A- Ai sin. ^ ^ \- A^ sm. [-•••» 

n ' n ' 

, o (n— l)23r , r, (n — l)43r , 
+ Bi COS. ^ r— ^ [-'B2 COS. ^ ^-- U . . . . 

!Nehmen wIr alle Beobachtungen vom gleichen Gewichte 
an, so miii58 also (§• 3) die Grosse 



1 
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\A -Y Ax sm. 1- • • • -f- 2^1 COS. 1--.. — T© 1 -]-••• 

/ . (n— l)23r , , „ (n— l)27r , ^ V 

ein Minimnm sein. Differenzirt man nun nach A^ ^i,..., 
jBi , . . . und bezeichnet zur Abkiirzung durch 27 eine Summe, 
die man erfaalt, wenn man x nach einander 0, 1, 2, . . ., n — 1 
setzt, 80 ist: 

^ X^ . iitx , . x^ . ^^nx , . -^— ^ . ^Ttx . 43ra: , 
A 2a **w. \- A\ >j Mw. 2 u ^ig > . «»*• 8tn, f— ~ 

, „ x^ 2ar:c . ^%x . „ x^ 4^^ . 23r^ , 
-j- x>i 2j ^*' ^*'' r -^2 -«^ ^^*' ***** r ** 



»i n — « n 

= /J 2'* m. 



2?r^ 
x'j ^x iniu , 




71 

. 4:jtx . . x^ . 2 jr^ . 4t7tx , . x^ • „^jcx , 
«n. H-^i >^ ••?wi« ^'i- +-^i2 ^ ^w.2 k 



, „ x^ znx . 4i:;r:c , ,, v ; ^nx ^nx , 

-j- i)i ^>j CO/f. 5t7l. 1- X>2 ^j «7i. C08, 1- 

4 3rcr 




= ^ , T-. sin. 






23r^ , ^ TT-^ . 23r:c 23rar . . v"^ . 43r^ 2nx 



-4 >.c(W. \-Ax 2i^s%n, COS. V-A2 >.8in. cos. V 

I T^ X^ ^27cx . „ x^ 4jr:c 2%x , 

-}-^l ^ C0*.2 y-B^ 2u COS. COS. -|- . . . 



X" rj, 2nx 

= ^^ Ix COS. 5 



. ^-1 4jt^ , . x"^ . 2;r.i? 4:7cx . . ST • ^^^ ^jr^ , 
-4 > ^co8. -r-Ai y, sin. cos. + yU 2j ^^' cos. \- 






= ^ 7^: COS. 



4:7tX 



n 



Dieng er, Uethode der klelusten Qaadratsammen. 
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Nun ist aber (vergl. meine „GTundzuge der algebraisclx^ii 
Analysis" S. 88, 89): 

'^n . 27ta: ^ NT* . 4:7ta ^ ^n inx ^ 
>,«w. =0, 2^8in. = 0,...; >iC08. = ^) 





4;r^ ^ 

cos, = u, . . .; 

n 

- 43ra? 

« 1 C08, . 

m.2— - = 2j 2 =2' ^''''- ""^ = 2'" '^ 




. 'i.nx . 4:nx .xn 2^x , vt^ 63r^ ^ 

tw. 5tn. = 4 > . C08, k 2l COS, = I 

. 2;ra: . &7tx ^ 

Mn. 5tn. = u, . . . ; 

n n 

23r^ 4:7cx ^ xn 23r^ 6;rar ^ 

C05. C05. = 0> > I cos, COS. = u, . . .; 

71 n ^^— ' n n 




^^r^ , 2nx 2nx ^ 

^sin. cos, = U, u. 8. w. 



. 2nx 2nx 

cos, 

n n 

allgemein 

-^-^ . 2mnx . 2m'7tx ^ \~y . 2m7tx 2m'7tx ^ 

> . sin, sin. = V, y, sin. cos. = U, 

^^ n n n n 

xn 2mnx 2m'7tx ^ 

> , COS. COS. = 0, 

-^^-^ n n 

. „ 2m7tx n ^^ ^ 2m7tx n 

sin.^ = o > 2j cos.^ = 5", 

n 2 ^ ^ n 2. 

80 dass also 




. 2jtx n , ^s-y rp . 4gr^ 
—y 2^2= 2j^x«tn.— ,...,i 



(3&) 



^D 'ST^'P' 2 ago? n„ '^sHt^ ^^„ '^^^ 



2 ^ ^^ ^ n ^2^ .-^---- ^ 

au8 welchen Gleichungen die Constanten bestimmt werden konn^^* 

Da aber 

. 2 3r . 2(n—l)7t . 4tn . 2(w— 2)3r 

— sin. — = sin. —^ —, — sin. — = mu —^ — , u. s. W. 9 

n n' n n 

so lassen sich die Glieder der zweiten Seiten in (35) noch etw^^ 
zusammenziehen, was wir jedoch in der allgemeinen Form unter- 
lassen wollen, indem wir uns zugleieh zu einem besonderen Fali^ 
wenden, namlich darstellen die 
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Tagestemperatur durch T^ = A -^ ai sin, (a . Ib^ -(- aj) 
-f- 02 sin. {x . 30® -\- (h) -\- ^z ^n. (x . 45<> -f" ^s) > 

^obei Tx die Temperatur zur ^ten Stunde bedeutet, und oben 
» = 24, also — = Ib^ ist. Kennt man nun To* • • •> ^28 > d. h. 

lie Temperaturen zur Stunde (Mittag), 1, 2, . . ., 23 (wo wir 
7on Mittag bis wieder Mittag von bis 24 rechnen), so geben 
die (35): 

24^=2'o+r, +...+ 7^,8; 

12 Ai = To sin. 4- 7^1 sin. Ib^ + ?i «n. 2 . 15o -| 

+ T.23 sin. 23 . 150 

= (T,^T^^-T^,-l\,)ml.lbo-\-{T,+ ^\^- T,,^T,,) 

sin, 30® 

+ (T,+ 2\ -r,,_2;o^^.45o+(2;+7; - T,,- T,o) 

sin. 600 

+ (2\+T, -T„-7;e)^n.75o+re-ri8, 

12 i?i = To cos. + 2\ CO*. 150-1 \- 2\^ cos. 23 . 15o 

= {T^- Tn- ?\8+2i3)6w.l5o+(2^-- 2\,- 2\,^T,,) 

COS. 300 

+ (Ts- 29 - ^16+ 7^2i)co*.45o+(7;- T, - T^+T,,) 

COS. 600 

+ (7,-^7 -^17+ ?\9)co*. 750+ To- 7\2, 

12il2 = 2^0 sin. + Ti «w. 30o + 1\ «in. 2 . 30o -j 

-f 738 «in. 23 . 300 

= (2i -f- Ti — 2*7 — 2n -{- 7i8 -f~ 7\7 — Tig — 7^28) 

«n. 300 
H" (^2 -f- Ti — 2i — Tio -|- 7\4 -|- 7'ie — 7^20 — ^^22) 

sin. 600 + Ts - 7; + 7^15 - 71,1 , 

12J52 = To C05. + 7\ COS. 30© -| 1- 7^8 cos. 23 . 30o 

= (21 - 2; - 2^7 + Til + 2^18 - 2;^ - 2\, + 7i8) 

C05. 300 

+ (2^2 - 2^4 - 2; + 2^0 + 2\4 - 2^16 - 21,0 + 2^0 

COS. 600 + 2'^ ... 2; + Ti, - Tisf 
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I2A3 = 7'o«n.O-|-ri«n.45»+r8#in.2.45»4-..4-2',8Sin.23. 

= (7-1 -(- r, _ 7; _ 7; -I- T, + Tu - r,8 - r,s 

-j- Tj, + r.s — Tji — Tjs) sin. 45o • 
-f- I'g — ^6 -f- ^10 — ^14 -\- Tia — 7j2, 

1253 = To COS. + 7\ co«. 450-1 1- T,, co*. 23 . 45<> - 

= i'J'l — ^3 — ^6 -\~ ^7 -\- ^9 ^11 ^13 'T ^16 

+ 7'„ — r,9 - Tji + Tljg) co«. 45» 
-p -to — ^4 -|- Tg — 7i2 -|- Jig — Tjo. 

Da u4i = rt| COS. «! , j42 = Oj cos. 03 , 5i = «! «n. «] , J^9 
= a2 m. CC2, 80 ergeben sich hieraus leicht a^, Oj , oii , a^o 

Als Zahlenbeispiel wahlen wir die Beobachtungen von Chi — 
minello in Padua („Kamtz, Meteorologie" I, S. 69), die ale 
Werthe der Temperaturen fiir jede Tagesstunde geben (diese 
Beobachtungen sind die arithmetischen Mittel aus den taglichen 
Beobachtungen im ganzen Jahre): 

Stunde 0, T, =: 16,17", Stunde 12, T^ = 12,19, 

1, r, = 16,56, „ 13, Tis = 11,94, 

2, T^ = 16,79, „ 14, Tu = 11,66, 

3, T, = 16,75, „ 15, Tu = 11,39, 

4, 7; = 16,27, „ 16, Tie = 11,17, 

5, T, = 15,61, „ 17, T„ = 11,10, 

6, Tg. =z 14,86, „ 18, 2'ig = 11,48, 

7, r, = 14,19, „ 19, Ti, = 12,12, 

8, T, = 13,68, „ 20, Tjo = 12,99, 

9, T, = 13,12, „ 21, 7-21 = 14,09, 

10, Tio = 12,78, „ 22, ^22 = 14,98, 

11, Tn = 12,48, „ 23, T,^ = 15,59. 

Hiemach ergiebt sich 

A = 13,7463, Ai = 1,6446, A^ = 0,2211, As = — 0,0731, 

B, = 2,0886, B^ = 0,5099, B^ = — 0,0971, 

woraus ai = 2,6589, «! = 51047';. aj = 0,5558, ag = 66o33^; 
oa = 0,1220, ccs = 233o, so dass das Mittel aus alien Tempera- 
turen im ganzen Jahre fiir die.^te Stunde dargestellt wird 
durch 



5> 

5) 
» 

99 

55 
5? 
55 
55 
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T^ = 13,7463 4- 2,6589 sin. (x . 15o + 51o470 

+ 0,5558 sin. \x . 30o -f 66o330 
-f 0,1220 sin. {x . 450 -f 2330). 

Was die Gewichte der Grossen J., ^1, . . . . anbelangt, so 
olgt leicht aus §. 7, Formein (23), dass das von A gleich 24, 
las jeder anderen Grosse = 12 ist, wenn man die Gleichungen 
35) mit in Betracht zieht. Behufs der Bereehnung des wahr- 
cheinlichen Fehlers hat man nun, nach der eben gefundenen For- 
ael fiir x = 0, 1, . . ., 23 die Werthe von T^ zu berechnen 
md sie mit den durch Beobachtung gegebenen zu vergleichen, 
im die in (33') des §. 10 eintretenden v zu ermitteln. Zugleich 
&i dort g == 1, m = 24, n = 7, r = 0. Man hat so: 



;t. 


Beobach. 


Berechn. 


V 


gv^ 


St. 


Beobach. 


Berechn. 


V 


gv^ 





16,17 


16,25 


0,08 


0,0064 


12 


12,19 


12,26 


0,07 


0,0049 


1 


16,56 


16,65 


09 


81 


13 


11,94 


11,98 


4 


16 


2 


16,79 


16,77 


— 2 


4 


14 


11,66 


11,65 


— 1 


1 


8 


16,75 


16,64 


— 11 


121 


15 


11,39 


11,33 


— 6 


86 


4 


16,27 


16,27 







16 


11,17 


11,14 


- J5 


9 


5 


15,61 


15,67 


6 


36 


17 


11,10 


11,19 


9 


81 


6 


14,86 


14,97 


11 


121 


18 


11,48 


11,54 


6 


36 


7 

• 


14,19 


14,24 


5 


25 


19 


12,12 


12,18 


6 


36 


8 


18,68 


18,58 


— 10 


100 


20 


12,99 


13,02 


3 


9 


« 


18,12 


18,10 


— 2 


4 


21 


14,09 


13,95 


14 


196 


10 


12,78 


12,75 


— 3 


9 


22 


14,93 


14,87 


— 6 


36 


11 


12,48 


12,50 


2 


4 


23 


15,59 


15,65 


6 


36 




0,0569 


0,0541 



alflo [gft^o*] = 0,1110, mithin der wahrscheinliche Fehler der 

einfachen Beobachtung = 0,6745 ]/ ^^j~^ = 0,061; von den 24 

Beobachtungsfehlern liegen 10 unter 0,06, 8 fiber 0,65, und 6 
aind = 0,06, so dass die Vertheilung so ziemlich den theoreti- 

ichen Erwartungen entspricht. Da ^— = 0,09735, also 1 — 
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-pLr = 0,90264, 1 + -7£= = 1,09735, so kann (§. 12) der wa 
1/^24 ^1^24 ^^ ^ 

scheinliche Fehler schwanken zwischen 0,061 . 0,9026 = 0,05-^ 

und 0,061 . 1,0973 = 0,066, was obige Vertheilung der Fehl&i 

noch besser mit der Theorie zusammenstimmen lasst AUerdin^'s 

miisste man, um eine Priifiing in dieser Beziehung vorzunehmex^i, 

die einzekien Beobachtungen vom ganzen Jahre vor sich hab^^ 

und hiernach sowohl [j'Vq^]? ^'s ^^^ wahrscheinlichen Fehler, so- 

wie die Vertheilung der Fehler berechnen. 

II. Bestimmung der geographischen Breite aus Zenith- 
distanzen im Meridian, und der Durchbiegung des 

angewandten Fernrohrs. 

Da die Metalle, aus denen die verschiedenen Theile der 
Winkelmessinstrumente verfertigt werden, nicht vollkomofien hart 
sind, so wird immer unter dem Einfluss der Schwere eine Bie- 
gung einzelner Theile stattfinden, welche auf die Richtigkeit gemes- 
sener Winkel natiirlich von nachtheiligem Einfluss ist. Von sol- 
chem ist bei Messung von Zenithdistanzeu namentlich die Durchbie- 
gung des Fernrohrs nach der Richtung seiner Axe. Man kann 
eine soldhe offe.nbar vergleichen mit der Wirkung eines Gewichts, 
das an einem Ende des Fernrohrs angebracht wird. Die auf der 
Richtung der Axe senkrechte Seitenkraft desselben bringt die 
genannte Biegung, die dieser Seitenkraft proportional ist, hervor. 
Ist also b die Biegung, wenn das Femrohr horizontal liegt, so 
wird, wenn es um den Winkel h erhoben wird, b cos, h dieselbe 
sein; ist also z die Zenithdistanz des Fernrohrs, d. h. der Win- 
kel, den die Richtung der Axe mit der Verticalen macht, so ist 
h = 90® — z, und also b sin. z die Durchbiegung, wobei b posi- 
tiv oder negativ sein kann. Beobachtet man also mit einem sol- 
chen Fernrohr die Zenithdistanz eines Gestirns, und findet die- 
selbe = ^, so ist ^ -(- 6 sin, z die wahre Zenithdistanz. 

Gesetzt nun man beobachte die Zenithdistanz eines Stern 
in dem Augenblicke, da er durch den Meridian geht, und sei 
dieselbe, 8 die Declination des Sterns, b die Durchbiegung dei 
Fernrohrs in horizontaler Lage, tp die Breite des Beobachtung^ 
ortes, 80 hat man: 
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a) wenn der Stem zwischen Pol und Zenith durch den 
Meridian gefat 

^ = 9 -|- 2r -f- 6 sin, z, q) = 8 — (z -^ b sin, z): 

b) wenn der Stern zwischen Pol und Horizont durch 
den Meridian geht, das Zenith sich aber nicht zwi- 
schen Stern und Pol befindet 

--\- z -^b sin. z = 1800 — 9,9 = ISO® — d — {z -{-b sin. z); 

c) wenn wie in b; nur befindet sich das Zenith zwischen 
Stern und Pol 



-^ z -\- b sin. z =z q), q^ r= 8 -{- (z -{- b. sin, z). 

Im Falle a befindet sich ein Stem in seiner oberen Cul- 
mination, ebenso im Falle c; im Falle b befindet er sich dage- 
gen in seiner unteren Culmination. 

Wir wollen nun die nachfolgenden Beobachtungen berech- 
nen (,,Sawitsch: Abriss der praktischen Astronomic u. s. w." I, 
S. 276): 



Stern. 



Culmination. 



a Kleiner Bar 
a Andromeda 
a Grosser Biir 
« Adler .... 



Obere 

Untere 
Obere 



Zenithdistanz. 



28''23' 4,1" 
31 51 42,7 
57 18 58,2 
51 32 45,8 



Declination. 



SS'' 19' 39,7" 
28 4 43,9 
62 44 24,1 
8 23 38,6 



Zahl der 
Beobachtungen. 



46 
32 
42 
38 



Also wenn b und 9 die obige Bedeutung haben, so ist 

9 = 880 19' 39,7'' _ (28o23'4,l" + b sin. 28^23' 4,1") 

(Gew. 46), 
q> = 280 4' 43,9" + 31^51' 42,7" -f b sin. 3lo51'42,7" 

(Gew. 32), 
9 = 1800— 62044'24,1" — (57o 18' 58,2" + b sin. 57ol8'58,2") 

(Gew. 42), 
9 = 80 23' 38,6" + 510 32' 45,8" + b sin. 5lo 32' 45,8" 

(Gew. 38), 

Woraus nun die wahrscheinlichsten Werthe von 9 und b zu er- 



32), 




42), 




38). 




F, - 


5,6; 


F,- 


-3,4; 


F,- 


7,7; 


F,- 


5,6; 
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mittein sind. Naherungsweise setzen wir y = 59^^56' 30'', a^^^^ 
genau g? = 59<>56'30" -f" 9' ^^^ haben dann: 

9' 4- 6 sin. 280 23' 4,1" = 5,6 (Gew. 46), 

fp^—b sin. 310 51' 42,7" = _ 3,4 ( „ 

9' + 6 sin. bio 18/ 58,2" = 7,7 ( „ 

(p' — b sin. 510 32' 45,8" _ _ 5^6 ( „ 

Vergleicht man mit den (6) in §. 3, so ist 

ai = 1, bi= sin. 280 23' 4,1", g^ = 46, 

a2 = 1, 62 = — 5*w. 3lo51'42,7", (72 = 32, 

03 = 1, bs= sin. 570 18' 58,2", g^ = 42, 

a4 = 1, 64 = — 5iw. 5lo32'45,8", (74 = 38, 

woraus 

[^a2] = 158, [(/at] =:: 10,56, [gb^] = 72,36, 

[^aF] = 259,40, [gbl^^ = 618,82, 
also 

158 9' + 10,56 b = 259,40, 

10,56 9' + 72,36 b = 618,82, 9' = 1,08, 6 = 8,40, 

so dass der wahrscheinlichste Werth von (p ist 59o 56' 31,08' 
wahrend der wahrscheinlichste' Werth der Durchbiegung b == 
8,4" i»t^ 

A^IBIlTliBan die 'Genauigkeit dieser Werthe priifen, neLtnew:^^ 
lich den VQH g) , so hat man (§. 7) die Gleichungen 158 9' — {" 
10,56 6 = k, 10,569" + 72,36 6 = P aufzulosen und den Co^f- 
ficienten von k in dem Werthe von 9' zu ermitteln. DerselTje 

''* 158 . 72,3?- 10,56» ' ^" ^' "^^^ ^"^"^* ^^° '^' "* 

Witts ^ — = 156,4. Was den wahrscheinlichen Feh- 

7 2,0 b 

ler der Beobachtung vom Gewichte 1 anbelangt, so ist fiir g>^ 

= 1,08, b = 8,40 (§. 10): 

vi = 9' -f 6 sin. 280 23' — 5,6 = — 0,53, giv^^ = 12,92, 
i?2 = 9' — 6 5271. 310 52' + 3,4 = + 0,05, g2V2^ = 0,08, 
t?3 = 9' + 6 5tn. 570 19' — 7,7 = + 0,35, gsv^^ = 6,15, 
V4 = 9)' — 6 m. 510 33' + 5,6 = 4- 0,10 , g^v^^ = 0,38, 

[grt^o^] = 19,53, 
m = 4, n = 2, r = 0, 



:^' 
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jUso der wafarscheinliche Fehler der Beobachtung vom Gewichte 1: 

Ai^r... l/'l9,53 ^ 0,6745 l/l9,53 ^-„,, 

0,6745 1/ ^^-2, von cp': :^=^ K "T" = 0,17'', 

80 dass also der wahrscheinliehe Fehler der gefundenen Breite 
nur 0,17" ist. Doch muss auch hier bemerkt werden, dass be- 
hufc genauerer Ermittelung dieser Grosse in Wahrheit die wirk- 
lichen Beobachtungen, nicht deren arithmetische Mittel, vorliegen 
soUten. Der soeben ermittelte wahrscheinliehe Fehler selbst kann 
namlich nach §. 12, da dort rn nur 4 ist, innerhalb ziemlich be- 
deutender Granzen unsicher sein. 



in. Berechnung der Declination eines Sterns, der geogra- 
phischcn Breite des Bcobachtungsortes und der Biegung des 

Instruments aus Zenithdistanzen. 

Ein ahnliches Beispiel wie in U. entlehnen wir der „ Bestim- 
mung des Breitenunterschiedes zwischen den Sternwarten von 
Gottingen und Altona" von Gauss (S. 64 fF.). Die Beobach- 
tungen waren Zenithdistanzen des Nordstems, an einem Rei- 
chenbach'schen Meridiankreise gemacht, in beiden-CuLpinationen 
des Sterns, direct und von einer Wasserflache '^64Hp* ^^^ 
Beobachtungen sind bloss von der Refraction befreit, also noch 
mit dem Collimationsfehler und der Wirkung der Biegung be- 
haftet. Ferner sind von den hier angegebenen Beobachtungen 
die letzten drei mit „Kreis in Westen" die anderen 11 mit 
»Kreis in Osten" gemacht*). Die Beobachtungen sind: 



1820, Mai 13, unt. Culm, f'''' 319o 50' 20,73", 3 Beobachtungen, 

reflect 220 5 3,94, 4 



„ Ob. Culm, f'''^' ^23 8 41,51, 1 

I reflect. 216 46 44,31, 1 



99 
99 



*) Der Collimationsfehler ist die kleine Neigung der optischen Axe des 
B'ernrohrs gegen die auf seiner Drehaxe senkrecht stehende Gerade. „Kreis 
in Osten" und „Kreis in Westen" zeigt an, ob der Verticalkreis , der sich 
am Ende der Rotationsaxe befindet, und umgelegt werden kann, im Osten oder 
A/Vestcn dieser Axe stund, wobei zu beachten ist, dass die Axe selbst genau 
die Richtung Oat- West hatte. 
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1824. Apr.20.ob. Culm, j-^'r* ^^^//'^^'T' ^ ^^«J^^*""& 

^ (reflect. 216 48 54,93, 2 Beobachtunge 



oi . f^ ^ (direct 319 52 30,27, 3 „ 

21. unt. CuJm. } ^ . _ ^_ 



I reflect 220 4 19,32, 4 



» 



Ob. Cdm. &'''' 323 7 54,16, 3 



25. unt. Culm. 



(reflect. 216 48 54,21, 4 
J direct 319 52 30,03, 3 
(reflect. 220 4 21,10, 4 
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27. Ob. Culm, i^^^^^ ^2^ ^ 5^'^^' 

(reflect. 216 48 52,93, 

oQ u n 1 (direct 323 7 55,40, 3 „ 

28. ob. Culm. \ ^ ^.^ .^ ^^^ 

(reflect. 216 48 52,22, 4 



oQ . n 1 (direct 319 52 29,17, 3 
29. unt Culm. ) ^ ^^^ , 

(reflect 2^0 4 21,34, 4 

ivyr • 1 . n 1 (direct 319 52 28,59, 3 
Mai 1. unt Culm. } ^ ^^^ 

(reflect 220 4 22,62, 4 

Ob. Culm, i^^^^^* ^23 7 57,22, 3 

(reflect 216 48 51,66, 4 

I direct 40 4 20,00, 3 

(reflect 139 52 27,15, 4 

.k Ob. Culm. !^^^^^ 36 48 49,32, 3 

,>^ (reflect. 143 7 57,63, 4 



2. unt. Culm. 



5> 
55 



^ ^ ^ , (direct 40 4 22,93, 3 „ 

9. unt Culm. } ^ ^^^ ^^ ^^^.^ 

(reflect 139 52 25,68, 4 „ 

Die Aenderungen der Declinationen des Nordsterns ergaben 
sich nach Bess el's Tafeln fiir den 13. Mai 1820 von der unte- 
ren Culmination am 13. Mai an gerechnet: — 0,10" fiir die 
obere Culmination vom 13. Mai. Sodann von der oberen Cul- 
mination am 20. April 1824 an gerechnet: 

21. April, untere Culmination = — 0,13", 



21. 


55 


obere 


55 


— 0,26", 


25. 


55 


untere 


55 


- - 1,29", 


27. 


55 


obere 


55 


— 2,04", 


28. 


55 


obere 


55 


— 232", 


29. 


55 


untere 


55 


245", 


1. 


Mai 


untere 


55 


— 2,93", 


1. 


55 


obere 


55 


3,03", 
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K 2. Mai untere Culmination = — 3,14:", 

8. „ obere „ = — 4,64", 

9. „ untere „ = — 4,77". 

Bezeichnet man die Biegung dee Femrohrs, oder die Ver- 

anderung der Lage der auf die Ebene des getheilten Kreises 

projicirten optischen Axe gegen die Eintheilung, vermoge der 

Wirkung der Schwere auf sammtliche verbundene Bestandtheile 

des Instruments , bei horizontaler Lage der optischen Axe mit /, 

bei verticaler durch g, und nimmt diese Biegung der Schwerkraft 

proportional an, so wird bei der Neigung z der optischen Axe 

die Biegung durch / sin. z -\- g cos. z ausgedruckt werden , so 

dasB wenn e> der Collimationsfehler, z die abgelesene Zenithdi- 

stanz, die wahre Zenithdistanz = 2: — e -\-f sin. (z — ^)-\-g cos. (z — e) 

sein wird. g ist allerdings in der Regel sehr klein, doch wird 

man dasselbe nicht unbedingt weglassen diirfen. 

Es ist leicht zu ubersehen, dass wenn man die beiden, direct 
und reflectirt, beobachteten Zenithdistanzen von einander abzieht, 
den Unterschied halbirt, und diese Halite von 90^ abzieht, man 
die wahre Zenithdistanz erhalten wird. Da der Collimationsfehler 
in beiden Beobachtungen derselbe war, so ist er aus dem Unter- 
schiede weggefallen. Ebenso verhalt es sich mit der JBiegung /. 
Dagegen wird die von g herriihrende Biegung bleiben*). 1st 
ferner n die Anzahl der directen, m der reflectirten Beobachtun- 
gen, so ergiebt sich fiir das Gewicht des so erhaltenen Resultats 

= i — - , was man in folgender Weise findet: Sei s der wahr- 

scheinliche Fehler der einfachen Beobachtung, so ist der der ersten 

Zenithdistanz (direct) z gleich -7= (§• 8), der der zweiten z^: 

y n 



s 



, .- , mithin der des Resultats 90o — ^^' ^ ^^ = 900 — l' J- i 



*) 1st n'amlich a die erste Zenithdistanz, p die durch Spiegelung gefundene, 
80 sind die wahren: a — e '{-f sin. (a — «) -|- fl' cos. (« — e) und p — e 
-j- / sin. ip — e) -\- g cos. (p — e), welche zwei zusammen 180° betragen 
soUen. Da also nahe a -|- /5 = ISO**, so ist nahezu sin. (a — «) = sin. 
{p — e), COS. (/5 — e) = — cos. (a — c), wodurch die Behauptung bewiesen ist. 
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nach 5. 6, III gleich V . V- r— =\/ . ' — «, also dasGe^ 

^ ^ ^ 4cm ^ 4:71 ^ 4:tnn 

wicht dieses Resultats = — ; — . Endlich ist a von verschie— 

denem Zeicheii, je nachdem der Kreis in Osten oder Westen war. 
Hiernach imn hat man aus den 14 Beobachtungen als Zenithdi — 
stanzen des Nordsterns: 

untere Culramation: 40o 7' 21,60", Gewicht f-^^ = 6,86, 
obere „ 36 49 1,40, „ f^J = 2, 



4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 



obere „ 36 50 31,15, „ ^^^ = 2,67, 

untere „ 40 5 54,52, „ 6,86, 

obere „ 36 50 30,02, „ 6,86, 

untere „ 40 5 55,53, „ 6,86, 

obere „ 36 50 28,61, „ 6,86, 

obere „ 36 50 28,41, „ 6,86, 

untere „ 40 5 56,08, „ 6,86, 

untere „ 40 5 57,01, „ 6,86, 

obere „ 36 50 27,21, „ 6,86, 

untere „ 40 5 56,42, „ 6,86, 

obere „ 36 50 25,84, „ 6,86, 

untere „ 40 5 58,62, „ 6,86. 



Ist nun (p die gesuchte geographische Breite des Ortes, d die 
Declination des Nordsterns bei seiner unteren Culmination am 
13. Mai 1820, d' die bei seiner oberen Culmination den 20. April 
1824, so hat man nach II, wcnn man zugleich die Aenderungen 
dieser Declinationen beachtet, undbemerkt, dass co5. 40^ 5' = 0,765, 
COS. 360 50' = 0,800: 

S -^ g,^ 0,76b g = 1800 — 40o7'21,60'' = 139o 52' 38,40'^ 

(Gew. 6,86), 
S — g) — OfiOOg = 360 49' 1,50" (Gew. 2), 
S' -^ q> — OfiOOg = 36o 50' 31,15" (Gew. 2,67), 
S/ 4- ^ 4- 0,765^ = 1800 — 4005'54,52"-f-0,13"=139o54'5,61" 

(Gew. 6,86), 



Bestimmang der geographischen Breite aas ZeDithdistanzen. 109 

_ ^ _ 0,800^ = 360 50' 30,28" (Gew. 6,86), 
+ 9-1- 0,765^ == 1800— 40o5'55,53''+l,29"=139o54'5,76" 

(Gew. 6,86), 

— q) — 0,800^ = 360 50' 30,65'' (Gew. 6,86), 

— y — 0,800 r/ = 360 50' 30,73" (Gew. 6,86), 

4- 9) 4- 0,765^ = 1800— 40o5'56,08"-f-2,45"=139o54'6,37" 

(Gew. 6,86), 
4- 9) -}- 0,765^ = 1800— 40o5'57,01"-f-2,93"=139o54'5,92" 

(Gew. 6,86), 

— (p — 0,800^ = 360 50' 30,24" (Gew. 6,86), 

-(- 9) — 0,765 5^ =r 1800— 40o5'56,42"+3,14"=139o54'6,72" 

(Gew. 6,86), 

— 9) -|- 0,800^ = 360 50' 30,48" (Gew. 6,86), 

-\- (p — 0,765(7 = 1800— 4005'58,62"-j-4,77"=139054'6,15" 

(Gew. 6,86). 

Behufs bequemerer Rechnung kounte man von diesen Glei- 
jen die 3te, 5te, 7te, 8te, lite, sodann wieder die 4te, 6te, 
lOte, zu einer (§. 4) vereinigen, was wir jedoch nicht thun 
n; nimmt man aber naherungsweise fur d, d', (p: 88o20'50", 
2' 18", 510 31' 48"^ wie sich diese Werthe etwa ungefahr 
len vier ersten Gleichmigen ergeben, und setzt 

880 20' 50" _|_ ^, 5' = 880 22' 18" -f-^', 9) = 5lo31'48"-(-i^, 
kt man 

z/ 4-^ + 0,765^= 0,40 

^ __ ^ _ 0,800^ = — 0,50 

z/' — ^ — 0,800^ = 1,15 

^/ 4. ^ _|_ 0,765^ =r — 0,39 

^/ __ 1^ _ 0,800 jf = 0,28 

^/ 4. t^ 4- 0,765 ^r = — 0,24 

z/' — 1/; OfiOOg = 0,65 

^/ _ t^ _ 0,800(7 = 0,73 

z/' 4- 1/; -f- 0,765 g = 0,37 

^/ 4 ^ 4, 0,765 jf = — 0,08 

^/ __ 1^ _-. 0,800^ = 0,24 

^/ 4- ^ _ 0,765 (7 = 0,72 

^' — ^ 4- 0,800 5^ = 0,48 

z/' 4 ^ — 0,765^ = 0,15 



(Gew. 


6,86), 
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2,67), 
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Diese 14 GleichuDgen sind die (6) des §. 3; setzt man dort 
fiir X, y, z^ u jetzt d^ ^, ^, g, so ist oj = oj = 1, alle an- 
deren a gleich 0; 6i = 63 = 0, alle anderen h gleich 1; Ci, C4, 
c«> <^5 Cio> ^12 > ^14 gleich 1, die iibrigen c gleich — 1; di, ^4, 
^e'j ^9> ^0 gleich 0,765; dig, du gleich — 0,765; ^2? ^1 ^5* ^ 
c^, dio gleich — 0,800, d^^ = 0,800; wahrend F^ = 0,400, . . .,' 
i^i4 = 0,15; 3^1 = 6,86, . . ., 5^14 = 6,86. Bildet man hiernacb 
die Gleichungen 

[ga^]^ + [gab] J' + [jrac]!^ + [srad]sr = [gaF], 
\_gab-\d + [?t^^' + [5^^^^]^^ + i9hd-\g = [grtF], 

\_gadr[J + [5r6d]z/'+ [grcd]* + [grd^] ^ = [grdF]*), 
und lost diese Gleichungeu auf, so ergiebt sich: 

^ = 0,33, z/' = 0,28, * = — 0,10, g = — 0,17 (in Secunden), 

so dass 

« = 88« 20' .50,33", «' = 88o 22' 18,28", 9 = 51«31'47,90", 

Sr = - 0,17". 

Lasst man die zweiten Seiten obiger vier Gleichungen unter 

der Form [g^a-^]? • • •? [s'^^j setzt aber auf den ersten Seiten 

die Werthe der Coefficienten ein, so erhalt man als Coefficienten 

von \_gcF~\ in dem Werthe von ^: 0,01644, so dass das Gewictt 

von ^, also das von q> gleich ^^^^^^ = 60,8 ist (§. 7). 

Setzt man die gefundenen Werthe von ^, <-^', t^, g in die 
obigen 14 Gleichungen und subtrahirt jeweils die zweiten Seiten, 
so ergiebt sich, behufs der Berechnung von [s^Vo^] in §. 10: 

vi = — 0,31, gi = 6,86; V2 = 1,07, g2 = 2; V3 = — 0,63, 
^3 = 2,67; ^4 = 0,44, v^ = 0,23, v^ = 0,29, v^ = — 0,13, 
vg = —0,21, i?9 = — 0,31, Vio = 0,14, vn = 0,27, v^^ = — 0,40, 
Viz = — 0,23, Vi4 = 0,16; jr4 = gfg = . . . = jr^ = 6,86; \_gv^^] 
= 9,6184. 

Nun ist in §. 10, Formel (33'): m= 14, w = 4, r = 0, 



*) Es findet sich [<ga^ = 8,86, [^faft] = 0, [jgac\ = 4,86, [flfad] = 
8,65, lif&T = 78,18, lghc\ = 3,19, [gf&ci] = - 7,31, [^c«] = 86,99, [gcd\ 
= 25,94, [^d*] = 52,78, [yo-F] = 1,74, [^&F] =23,02, [^cF] = — 11,08, 
[5f6?F] = — 13,70. 
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also der wahrscheinliche Fehler der Beobachtung vom Gewichte 

1: 0,6745 ]/ ^^^, und der von 9: 0,6745^^1^^=0,085", 

so dass also qp (um dessen Bestimmung es sich vorzugsweise 
handelte) als ziemlich scharf bestimmt angesehen werden kann. 

rV. In einem Vielecke sind mehr Stucke, als zur Berechnung 

nbthig sind, gemessen. Dieselben auszugleichen und 

die etwa fehlenden zu berechnen. 

In diesem Falle ereignet es sich , dass Seiten und Win- 
kel vorkomm^n, die von verschiedener Art sind, wahrend in 
den seitherigen Beispielen die Beobachtungen nur Grossen der- 
selben Art betrafen. Wir woUen etwa annehmen, es seien in 
einem Vielecke sammtliche Seiten und Winkel gemessen. Da 
aber (vergl. meine „ebene Polygonometrie" S. 22) zwischen die- 
sen Grossen drei Bedingungsgleichungen bestehen, so wird man 
also (§. 4) solche drei aufzustellen haben. Diese Aufstellung ist 
immer sehr einfach, da dies eben geradezu jene drei genannten 
Gleichungen sind. Bezeichnen aber ^4^, . . ., An, ai, . . ., a„ 
die gemessenen Winkel und Seiten, und sind Ai -f- Ai', A^ 
A'29 . . ., w4„ -|- A\, «i -f- a'l,... > «„ -f- a\- die wahren Werthe 
derselbeh, so erhalt man, wenn man die Producte und hoheren 
Potenzen von -4'i, . . ., j4'„, a'l, . . ., a'„ vernachlassigt: 

a„ -[- a'„ = rti COS. Ai — 02 cos. (Ai -(- A2) -[-... 

± ttn-l COS. (-4i + • h ^n-l) 

-f" ^'1 ^^*« ^1 — ^'2 <^os. {Ai -(- ^2) + • • • 

± a\^i cos.(Ai -\ • -f- ^n-i) 

— ai sin. Ai .A\'-\-a2 sin. {A\ -^A^) . (^'1 -|— ^'2) 

+ a^^isin.{Ai'\ ^^„_i).(^'i-| |-^'n-i), 

= ai sin. Ai — a*, sin. {Ai -[- A2) -[-... 
+ a„-i sin. (^1 + . • . -f- An-\) 
-(- a\ sin. Ai — a'^ sin. (Ai -f- ^2) -]-*•• 

± a\^i sin. (A + • 1- An^i) 

-|- tti cos.Ai.A\ — a2C05.(^i-|-^2)«(-^'i-|"-4'2)-f— ? 

±a„^i COS. {Ai + '"^An^ iKA'i-^A'^ H h^'»~i)' 

^j -I ^ An + A'i-^ \-A'i, = (n — 2) 1800, 
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oder wenn man die Werthe von ^i ,...,..., a„ einfiihrt: 

«1 «l' + «2«2' H • + «n~l«fi-l'— «n+ftA'^ 

4-/52 4/+ h /Jn-iA-l'= ly 

+ «2M2'H h «n-l A-l'= i', 

in welchen Gleichungen freilich A\^ A'^y . . •, A'^ durch Bogen, 
zum Halbmesser 1 gehorig, auszudriicken sind; desgleichen na- 
tiirlich auch m. Die a, /3, y, 8 sind Grossen, die sich aus den 
obigen Gleichungen leicht ergeben. Neben diesen streng richti- 
gen Bedingungsgleichungen haben wir nun noch iie den (6) in 
§. 3 entsprechenden aufzustellen. Dieselben sind von den Formen 
Ai -(- A\ = ^1 , . . . , ai -f- a'l = aj , . . . , d. h. 

A\ — 0, a\ = 0, 

^'2 = 0, a'2 = 0, . 

(*) 

= 0, a\ = 0, 

und es fragt sich nun nur noch, welches Gewicht diesen GHd- 
chungen beizulegen ist. Zu dem Ende muss man auf anderwei- 
tigem Wege schon den wahrscheinlichen Fehler kennen, den" man 
bei den Winkel- und Linienmessungen begeht Dass man dies, 
wenn man etwa denselben Winkel, oder dieselbe Linie vielmal 
gemessen hat, aus den Resultaten selbst entnehmen kann, ist 
nach §. 10 klar. Wir setzen dies also als bekannt voraus. Ge- 
setzt mithin, es sei a der wahrscheinliche Fehler einer einfachen 
Linienmessung, d. h, einer solchen vom Gewichte 1, wo a natiir- 
lich in demselben Langenmaasse ausgedriickt ist, wie ai, 02,.., \ 
sei ferner der wahrscheinliche Fehler einer einfachen Winkel- 
messung (mit dem betrefFenden Instrumente) gleich /5 Secun- 
den, so wird sich nun das verhaltnissmassige Gewicht der einfa- 
chen Linien- und Winkelmessung in folgender Weise feststellen 
lassen. 

Es sei das Gewicht der einfachen Linienmessung zur Ge- 
wichtseinheit angenommen, so dass also a der wahrscheinliche 
Fehler der Gewichtseinheit ist. W^as die Winkel anbelangt, so 
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miissen dieaelben in alien analytJsclien Eedmungen als (lurch 
zum Hslbmeseer 1 gehorige Kreisbogen gemeaaeii aageseheD 
werden, und wo in einer Gleicbung zueammeD Seiten und WIq- 
kel (oder deren Functioaen) vorkommen, bo werden letztere im- 
tner mit Seiten multiplicirt sein , damit dae Product auch Seiten 
Torstellen konne. Man wird aleo die absolute Zahl, welcbe den 
zneeaenden Bogen auedriickt, ala mit der Langeoeinheit multipli- 
cirt aneehen miiaseD, wo eie dsnn eine Lange von derselben Art 
■wie die anderen vorstellt Der wahrscheinliclie Febler einer aol- 



180. 



— 2T., welch letztere Grdeae tleD 



chen Lange ist aletltum 

^ Secunden meBeeoden Dogen vorBtellt. iBt also g daB Gewicht 
einer einfachen WinkelmeBSUDg, so ist (§. 3): 



Fig. 2. 



1 : 




60 . 60)' 
180 . 60 . I 



: «*, 



"(180 

wodurch nun das verbal tnisttmassige 
Gewicbt der einfacliea Winkelmestjung 
gegeben ist "). 

Ala Beispiel wollen wir aoDehmen, 
es seien in dem Secbeecke Fig. 2 ge- 
meseen (Gerling, a. a. O. S. 351): 



A, = 240«12'20", 


«i = 36,42 Kuthen 




A, = 48«22'30", 


a, = 53,60 , 1 


1 Winlsel- und Linicn- 


At = 118n8'30", 


a, = 70,76 „ 1 


messungen bezuglich 


^, = 870 60-50", 


o, = 65,34 „ ( 






«, = 63,72 „ 1 


1 Gewichtc. 




<!. = 57,60 „ 





•) Wiirden die Bcdingungngleichutigen (o) nicht bestehen, so iritren 
■^'i = 0, . . ., o'l = 0, . . . offenbar die wahracheinlichsten Werthe von 
A\, . . ., a',, . . ., BO dass dann eiue Unterauchung wegen des Gewichts ge- 
rsdezu unnbthig wiire. In so fern aber die (a) bestehen, betrachten wir in 
jhnen die Grbsgen n, jS, y, <f kurzweg als absolute Zlhlen (Coifficienten), 
■o dase dann die A; some die a' von derselboD Art sein miiBseD, als otira 
beides Liaeargrdssen. Der wahracbeioliche FeUer dar eraten ist dann 
isii — 80 — GO' ^^ *"eiteD o, ao dass man daa Gesagtc wieder erhSlt. 
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und 68 sei der wahrscheinliche Fehler ciner Lincarmessung = 
0,1 Ruthe, einer Winkelmessung 1 Minute, so wird also, wenn 1 
das Gewicht der einfachen Linearmessung , das der Winkelmes- 
0,12 /180 . 60 . 60V ^ni /^180 . 60\2 . ^. , . 

8^°g =60? A ^ / "^ ' A JT^y ®®'''* Smdwie-^ 

der A2', As\ A^^, -^e', a/, . . ., Oe' die an -42, • • .jOe anzuhan.-- 
genden Correctionen, so hat man also 

.43' = 0, A' = 0, ^5' = 0, ^' = je mit dem Gewicht 

0.01 . Q^y, 

ai' = 0, a.2' = 0, . . ., c%' = je mit dem Gewicht 1. 

Da in den Angaben nur zwei Stiicke fehlen, so muss also 
zwischen denselben eine Bedingungsgleichung bestehen, die man 
in folgender Weise findet. Man ziehe die Linie 1 4, so wird 
das Sechseck in zwei Vierecke eingetheilt, in denen je alle Sei- 
ten bis auf eine und alle Winkel bis auf die zwei an der fehlen- 
den Seite liegenden gegeben sind. Man kann also nach §. 11 
meiner „ebenen Polygonometrie" die Seite 14 in jedem Vierecke 
berechnen und wenn man dann die beiden Werthe einander gleich 
setzt, so hat man die verlangte Bedingungsgleichung. Nun ist 
im Vierecke 12 3 4: Seite 1 4 

= V [ai — Og COS. A2 -\-a^C08,{A2'\-AQy]^-{-[a2sin.A2 — ai8in,{A2-^Ai)]\ 
ferner in 1 4 5 6: Seite 1 4 

= V [tte — ti5 COS. Ae-^a^co8.{AQ-^A^)]'^-{-la^dn.Aii--a^cos.{As--\-Ai)Yi 
so dass also 

* [cti ^2 C0«.^2-(-% ^^^' (-cl2-|--43)]2-[-[a2«tn. A2 «3 Slfl. (A2 -(-^3)]' 

= [ag — tig COS. Aq -(- 04 COS. {Aq -H -^5)] 2-(- [ag sin. Aq — a^ cos. (A^ -(- A^)]^ 

sein muss, wo fiir die eintretenden Grossen ihre wahren Werthe 
zu setzen sind. Lost man die Quadrate auf, so ergiebt sich: 

ai2-|-rt22-|-t^2 — 2aia2Cos.A2-\-2aia2Cos.{A2'^A2) — 2a2ti3C0s.As 
= «6^-f-<^5^"i"^^4^ — ^(^^60'60os.AQ-\-2aQa^cos.(Aii'-\-Ai)T-2a^a^cos.Ay 

Setzt man hier iii -f- ui^, . . ., -^5 -f- A^^ fiir ai, . . ., A^t 
wo dann mit ui, . . .9 A^ die oben gegebenen Werthe bezeichnet 
sind, vemachlassigt die hoheren Potenzen und Producte der Cor- 
rectionen, so ist: 
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ai^ + ch^ + ^8* — 2 ai (i^ C08. A^ -(- 2 aj Og cos. (A^ -f- A^) 

— 20303 COS. A^ -f" 2airti' -(- 20303' -\- 2as(Zs^ — 2oi'o3 cos. A^ 

— 2oi 02' COS. A2 4" 2oi 02 sin. A^^.A^* -f~ 2oi'o3 cos. {A2'\-AC) 
+ 2 Oi Os' COS. (^3 -(- ^3) — 2 oj og sin. (A^ -j- ^3) {A^i* -f- A/) 

— 2o3'o3 COS. As — 2(^303' COS. ^3 -(- 203O3 5zn. As . A^' 

= Ofi* -f- O52 -|- O42 — 2 05 Oj. c'05. A + 2 Oe 04 CO*. (^ -}~ A) 

— 205O4 COS. A^ 4" 2o6 06' + iabCi^' -{-ia^aj — ia^^a^cos.A^ 

— 2 05 Ofi' COS. Aq + 2 6^5 Oe 5trj. J^ . Af^' -\- 2 0/ 04 cos. (A^ -(- -^5) 
-f- 206O4' COS. (^6 + ^5) — 2oe04 sin. (^e + ^s) (A' + AO 

— 2o5'o4 COS, A^ — 205O4' COS. A^ -(- 205O4 sin. A^ . A^'. 

Hier bedeuten Ai*^ . . ., ^g' Bogen zum Halbmesser 1 ge- 
horig. Wollte man diese Grossen in Minuten ausgedriickt er- 

halten, so hatte man tott—tvaj • • •> -lo^ ' i^r. dafiir zu setzen. 

lqSj . bU loU . bU 

Thut man dies und setzt die ubrigen Werthe ein, so ergiebt sich : 

= 3,578 — 0,000247 A' — 0,001744 A' + 0,001485 A^* 
4- 0,001672 A' — 0,09723 a^' — 0,02805 03' — 0,05312 a^' 
4- 0,03857 04' + 0,09949 a^' + 0,00634 Og' 

als Bedingungsgleichung. Zugleich muss 

«l2' + «22' + - + «62' + 0,01.(l?^y(^3^' + A2'+A2' + A20 

ein Minimum sein, oder da hier A<i* ^ ... in Bogen ausgedriickt 
sind, es muss, wenn diese Correctionen in Minuten sollen gege- 
ben sein: 

ai2' + 032'-^ 1- a^ + 0,01 (^2^' + A^' + ^2' + ^6^') 

ein Minimum sein. Fiigt man hiezu die mit 2^ multiplicirte Be- 
dingungsgleichung und difFerenzirt nach Oi', . . . , A^' ^ so er- 
halt man: 

ai' _ 0,09723 yfc = 0, 0,01 A' — 0,000247 A = 0, 

a/ — 0,02805 ifc = 0, 0,01 As* — 0,001744 ^ = 0, 

(^' — 0,05312 A = 0, 0,01 A' + 0,001485 A = 0, 

a^s _j_ 0,03857 A = 0, 0,01 A' -f 0,001672 A = 0. 
og' 4- 0,09949 ifc = 0, 
a^' -f- 0,00634* = 0, 

8* 
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In Verbindimg mit der obigen Bedingungsgleichung folgt 

hieraus 

k = 1,4142 

und dann 

a\ = 0,138, a'2 = 0,040, a'g = 0,075, a^ = — 0,045, 

a'5 = — 0,141, a'e = — 0,009; 

^'2 = 0,0349' = 2,09", A's = 0,2464' = 14,78", 
^'5 = — 0,2099' = 12,59", A'e = — 14,18", 

so dass also als wahrscheinlichste Werthe zu wahlen sind: 

cii = 36,558, a^ = 53,640, 03 = 70,835, a^ = 55,285, 

ttg = 63,579, ag = 57,591, 
A2 = 2400 12' 22", As = 48o22'45", A^ = 118® 28' 17", 

^ = 870 50' 36". 

V. Ermittelung des Absorptions-Cocfficienten von Gasen 
in WaBser bei verschiedenen Temperaturen. 

Bun 8 en in seiner Abhandlung liber das Gesetz der Absorp- 
tion von Gasen in Wasser (Philosophical Magazine, 1855, p. 116ff.) 
giebt fur den Absorptionscoefficienten *) von Methyl-Gas in Was- 
ser folgende Werthe: 

bei 4,6 Grad des 100 thl Thermometers: 0,072884, 

7,8 „ „ „ „ 0,064732, 

12.1 „ „ „ „ 0,055788, 

15.2 „ • „ „ „ 0,050722, 
19,8 „ „ „ „ 0,045715, 
24,2 „ „ „ „ 0,040817. 

Fiir irgend welche Temperatur t (innerhalb dieser Granzen) 

I 

nimmt er nun die Formel 

a =1 a -j- bt '\' ct^ 

an, wo a den Werth des Absorptionscoefficienten bei t^ bedeutet. 
Nach §. 3 ist hier a=zFy a=zx, b = y, c = z, wahrend die dortigen 



*) Das Volumen Gas, auf 0® Temperatur und 0,76» barometrisofaen Druck 
reducirt, das von der Einheit des Volumens der Flussigkeit bei demselben 
Drucke absorbirt wird, heisst der Absorptionscoeificient. 
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2 alle = 1 , die & = /, die c = /«, alle gr = 1 , so daas also zur 
^'ufstellung der Gleichungen (11) oder (9') folgende Rechnung 
lothwendig wird: 



K=0 


c(=0 


F(=«) 


hci=n 


c'(- «') 


6F(= «0 


cF(:=zat*) 


4,6 


21,1G 


0,072884 


97,836 


447,745 


0,8852664 


1,542225 


7,8 


G0,84 


0,064782 


474,552 


3701,505 


0,5049096 


8,938294 


12,1 


146,41 


0,055788 


1771,561 


21435,900 


0,6750348 


8,167922 


15,2 


231,04 


0,050722 


3511,808 


53379,500 


0,7709745 


11,718800 


19,8 


392,04 


0,045715 


7762,392 


153695,350 


0,9051568 


17,922110 


24,2 


585,G4 


0,040817 


14172,488 


842974,300 


0,9877717 


28,904070 


83,7 


1437,18 


0,330658 


27790,137 


575634,300 


4,1791138 


67,198421 



Hier ist also [o»] = 6, [at] = 83,7, [ac] = 1437,13, [be] 
= 27790,137, [i>] = 1437,13, [c»] = 575634,3, [a/'] =0330(558, 
[bF] = 4,179114, [cF] = 67,193421, so dass man zur Bostim- 
mung von x, y, z hat: 

<ox 4- 83,7 1/ + 1437,13 «= 0,330658, 
83,7« -j- 1437,13y-}-27790,14«= 0,179114, 
1437,13 a -j- 27790,14y + 575634^ = 67,19342, 

woraus durch Elimination von x: 

1617,089^4- 46453,04^ = — 2,601396, 
46453,041/ 4- 1388462,8 z = — 72,03308, 

und hieraus: 

873842 z = 43,507 , z = 0,00004979 , 

woraus dann folgt: 

y = — 0,0030389, X = 0,085576, 

Bo dass endlich 

a = 0,085576 — 0,0030389 1 4- 0,00004979 <«. 

Berechnet man hiemach die Werthe von a fiir obigc Werthe 
von t, so erbalt man: 
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t 


« (beobachtet). 


« (berechnet). 


Difierenz. 


Quadrat. 

• 


4,6 


0,072884 


0,072348 


+ 0,000536 


0,000000287296 


7,8 


64732 


64911 


179 


82041 


12,1 


55788 


56093 


— 805 


98025 


15,2 


50722 


50889 


— 165 


27225 


19,8 


45715 


44925 


4- 690 


476100 


24,2 


40817 


41192 


— 375 


140625 




0,000001056812 



also ist der wahrscheinliche Fehler der einfachen Beobachtung 
(§. 10): 



0,6744897 



1/ 0,000001056 
V 6 — 3 



0,0004. 



Von den 6 DifFerenzen sind 2 uber 0,0004, eine (0,000375) 
nahe daran, die drei anderen darunter, so dass unsere Formel, 
so weit sieh dies bei der geringen Anzahl der Beobachtungen 
erwarten liess, den theoretischen Anforderungen entspricht. 

Anmerkung. Die Formel, die Bunsen a. a. O. S. 129 aufttellt, ist 
a = 0,0871 — 0,0033242 « + 0,0000603^% 
und ist auf einem wesentlich verschiedenen Wege gefunden worden. 

VI. Ueber die n'aherungsweise Berechnung von V x* + y*. 



Poncelet hat bekanntlich gesucht, die Grrosse V ^^ -(- j/* 
dadurch naherungsweise zu berechnen, dass er sie = aa-^-by 
setzte, wobei er a und b fiir gewisse Crranzen des Verhaltnisses 

^ bestimmte. (Ich habe hiebei die Darstellung Schefflers im 

zweiten Bande der „mechanischen Principien u. s. w." von Mo- 
seley, S. 374 vor Augen.) Diese Bestimmung aber muss ge- 
nauer mittelst folgender Betrachtungen durchgefuhrt werden, 

Man setze 



X = r cos, (p, y =^ r sin. 9, 
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SO ist 

yx^ -|- t/2 = r, a.r -]- ^i/ r= r((i co/f. y -f- 6 w'n. q)), 
so dass also 

1 =z= a co«. 9 -f- ^ **^*' ^ (^) 

sein soil. Da femer — = /grqp, so wird man, wenn die Granzen 

des Quotienteu ^ gewahlt sind, auch die von qp eben dadurch 

kennen. Gesetzt also, es seien qpo, ^>\ die Granzen, innerhalb 
derer qp schwankt, so sollten eigentlich a und 6 so bestimmt wer- 
den, dass fiir alle Werthe des Winkels q), von ^ = qpo an bis 
g) = 9)1 die Gleichung (a) richtig ware. Dies ist aber nun un- 
moglich, und wir werden uns demnach begnugen miissen, a und 
& so zu bestimmen, dass die Abweichung moglichst gering sei, 
d. h. dass so genau als nioglich, die Grosse aco8.^>-\-hmi.^ 
der Einheit gleich komnie. Denkt man sich all die Gleichungen 
angeschrieben, die aus (a) entstehen, wenn man qp durch unend- 
lich kleine Stufen von qpo bis qpx waclisen lasst, und bestimmt 
dann nach den Grundsatzen des §. 3 die Werthe von a imd h 
(dort X und y), so hat man eben dadurch diejenigen Werthe die^ 
ser Grossen gefunden, die diesen Gleichungen am besten ent- 
sprechen, woraus dann folgt, dass man a und h nach eben jenen 
Grundsatzen zu bestimmen habe. Bezeichnet man, um in Ueber- 
einstimmung mit §. 3 zu kommeu, a und h mit x und t/, so hat 
man also 

X COS. (p -{- y sin, qp = 1, 
wobei q> alle Werthe von qpo bis g?i annimmt. Zur Bestimmung 
von X und y hat man dann, gemass (9'), wenn durch 2J/((p) 
die Summe aller Werthe bezeichnet wurde, die f{(p) annimmt, 
wenn qp stetig von qpo bis g?i geht: 

xS cos.^ q) -^ yS sin. q> cos. (p = 2J cos. (p, 
xS sin. (p cos. q) -|- yU sin.^ tp = Z sin. (p. 
Multiplicirt man beiderseitig mit der unendlich kleinen DifFe- 

renz dtp und beachtet, dass Uf((p)jd(p=:ff((p)dq)y so hat 
man auch: 
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xfco8J^q>dq>'\-yfsin. q> cos. g)d(p = J* cos. fpdq>y 

xf sin, 9 COS. qpdy-j- yj sin.^ (pd(p z=f sin. (pdq>y 

d. h. 

X { COS. {(fi -|- (po) sin. (qpi — 9o) + 9i — 9>o } -4i/«»-(9^i +9o)«i«-(9>i —^P^o] 

A 9i + 9^0 . 9^1 — 9^0 

= 4 C05, ^*^ — ^-^ Mn. ^^ — Q ^ , 

0? .n«. (g?i + qPo) sin. {(pi — ip^ -\-y {q)i — 90 — ^os. {(p^ -^g)o)sin.((pi — (po '^j 

woraus nun 

4 CO.. 5^1^o ^^ JPLJI^ 

9^1 — 9o + ^'^' (9^1 — 9o) 
. . g?i 4" 9o • 9^1 — 9^0 

9^1 — 9^0 + 8xn. (9i — 9o) 

wo naturlich fiir 91 — g?o das analytische Maass (Bogen zum 
Halbmeeser 1) zu setzen ist. Demnach ist endlich, wenn man 
beach tety dass r cos. 9 = a?, r sin. q) = y: 



Vx^^Ty^= 



9i — 9o + «^w- (91 — (po) ' 

welche Formel allerdings wesentlich abweicht von der, die Pon- 
celet gegeben*). 

Setzt man wieder a = r cos. (p, y = r sin. 9, so ist also 
naherungsweise : 

4sin. ^^ [cos. y cos. (■^^^) + sin, y sin. (^ ^^ + ^^^l 
~ sin. (91 — (po) -\- (p^ — (Pq * 

und mithin der Fehler = 



*) Zuerst wurde die Formel (4) aufgestellt von Redtenbacher in des- 
sen ^Resultaten fiir den Maschinenbau *^ (3. Aufl. S. 102). 
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4 sin. filZVo ^^^ ^ ^,, (-5^4^") + ««. 9 *m.(-5^') 



««• (9i — q)o) + qPi — 9o 
Diese Grosse wird ein Maximum fur 



— 8in. (p COS. V 9 J I ^^•** 9^ *^^* V 9 J ^^ ^' 

g ^^ yi + yo ' yi + yp 

's^y = ^9 — 2 — ' ^ — 2 — ' 



nd ihr Werth ist clann: 

4 ^. (fL:=^.) 



— 1 == Ya^ -^ i2 _ 1. 



yi — yo + ^w« (yi — yo) 

Liegt z. B. der Werth von 2. zwischen und 1, so schwankt 

M/ 

von bis -J, also ist dann qpo = 0, 91 = ~ =45o, und alao 

,^-^— j — ;-_ 4 fdn. 220 30^ [g? gp^. 22^ 30^ + y ^> a>o30^' 

-7 -f- sin, 450 • '. 

4 ' 

_ 2 a? ffln. 450 + 4y ^n.^ 22^ 30^ 



VII. Eine Gerade za Ziehen, die einer krummen Llnie 

mbglichst nahe kommt 

Gesetzt in einer Ebene sei eine krumme Linie gezogen, de- 
Q Gleichung man kenne. Man soil eine Gerade ziehen, die 
n j; = a bis ^ = & mit dieser krummen Linie moglicbst zu- 
tnmenfalle. 

Sei 

y = Aa -f- B 

i Gleichung der gesuchten Geraden, so miisste^ wenn man hier 
stetig von a bis b gehen lasst, y nach einander die Werthe an- 
bmen, wie sie der Curve entsprechen, vorausgesetzt, es konnte 
! Gerade durchweg zusammenfallen mit der Curve. Da dies 
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nun aber nicht moglich ist, so wird man, wie in Nr. VI, leicht 
sehen, daes man A und B nach den Grimdfiaizen des §. 3 zu 
bestimmen hat Man erhalt so zur Bestunmung von A und B 
ganz wie vorhin: 

b b h 

^ fx^dx -f- Bfxdx ^= fxydxy 

a a a 

b b b 

Afxdx -\- Bfdx :=fydxy 

a a a 

WO y als Function von x mittelst der Curvengleichung gegeben 
ist. Daraus folgt: 

b b 

xy dx — J ydx J^y j^ _ !(« -|- h^J^ dx 



A = 



a 






B = 






wodurch nun die Gleichung der fraglichen Geraden gefunden ist. 
Sucht man die Flache, welclie zwischen dieser Geraden, den Or- 
dinaten fiir ^ = a und x = b und der Abscissenaxe enthalteo • 
ist, so ergiebt sich 

b b 

J {Ax + B)dx = ^^1=:^ -f Bib-^a) =fydx, 

a a 

80 dass diese Flache genau ebenso gross ist, als diejenige, welche 
zwischen der Curve, denselben Ordinaten und der Abscissenaxe 
enthalten ist 

Es versteht sich von selbst, dass man statt einer Geraden 
eine parabolische Curve 



• « • 



verlangen konnte, welche dieselbe Eigenschaft des mogUchst na- 
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hen Anschliessens haben sollte. Beschrankt man sich auf die 
drei ersten Glieder, so hat zur Bestimmung von A, By C: 

b b b b 

Ajix 4" Bfxdx + Cfx'^dx =fydx, 

a a a a 

b b b b 

Afxdx -(- Bfx^dx -f- Cjx^dx =J*xydxy 

a a a a 

b b b b 

Afx^dx -(- Bfx^dx -J- Cjx^dx z=zfx^ydx. 

a a a a 

Da die von der parabolischen Curve, den Ordinaten fur 
X := a und ^ = ft, sowie von der Abscissenaxe eingeschlossenen 
Flache 

b b b b 

= f{A + ^^ + Cx^)dx = Ajdx -f BJxdx -f- Cfx^dx, 



a 

h 



80 ist diese, vermoge der ersten Gleichung = /"t/c/ar, wie vorbin*. 

a 

Da auch 

b b 

f{A-\- Bx -f- Cx'^)xdx ^= fxydxy 

a a 

SO liegen die Schwerpunkte beider Flachen in derselben Paralle- 
len mit der Axe der i/, was auch fur den frliheren Fall gilt. 
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- §. 16. 

Tfh gemachten Beobachtungen sind entweder lauter Repe- 
titionsbeobachtungen , oder UMB,,rin{ache Winkelbeobachtungen, 
oder theilweiae Kepetitions- and Isbeilireise einf'ache Winkelbeob- 
achtungen. Wir ^e^len desb^ ini Folgenden dieee verschiede- 
OW Arten beh^tdfllq' 'mnd noch einige Aufgaben beifiigen, die, 
we'nn aie auch nwiitAitUiuttelbar hierher gehoren, doch in nabem 
Zuaammenhang ini^'dedl.3ehandelten etehen. 



1. RepetitioDabeobachtuugen. 

Die Berechnung hat hier offenbar keine Schwiengkeit, wie 
aus folgendem Beispiele hervorgeht, dae der „Oradmes8UDg von 
Bessel" (S. 125) entnommen ist: 

Vervielfaltigung : nt = 0" (V 1,5" 

b:m„ = 231 45 18,0 >A?. 

10 : m,o = 103 30 40,25 (-|- 360o) '% 
15 : ffiis = 335 16 3,73 (+ 360*) M 
20 : ntvo = 207 1 26,25 (-f 720*), ({• 9E' 

woraus niiii nach den Formeln zu Ende des §. 14 der WiiMlK' 
berechnet wird. Um aber die Rechnung etwaa zu vere^ 
fachen , wollen wir f iir it zueret den "NaheningBwerth Xi 1=* 



BmechnuDg cii 



tea Winkola oub EluhtuDgstKobachtungen. Hi 

:= 46* 21' 4" wUkleD und eetzen a; := «! 



20 
- a:', BO Ut 

mjo — m = 20*1 -j- 4,75", mn — wij = lOari + 5,75" 
dthiD (§. 14) 

, _, _ 4(20a;, + 4,75") + IQj;, + 5,75" 

;., + ar- _ ^ , 

90 j;, -f 4.4,75" + 5,75" 



** = - 



90 



- — Xi= 0,275", 



X =xi-j-s' = 46'»21' 4,275", 
at dem Gewichte 11,669. 

Hat man fur deQaelben Winkel mehrere eolcher Repetitione- 
iibeo, 80 berecboet man aue jeder in derselbcn Weise den Win- 
il, nebet dem Gewichte. Hat man eo gefunden fUr den Win- 
si die Werthe Ui mit dem Gewichte gi, «, mit dem Gewichte 
,...,«, mit dem Gewiclite ^„ no iet der wahracheiDliehate 
Teith desaelben (§. 4, 8):. 

'h +?»«» + •■■ + !?■. "- ^ „it dem Gewichte ff,+a,H !-J^- 

$1 -\- $3 -\ h ?• 

Nimmt man, wie dies z. B. Gerling („AusgleichungBrech- 
ingen der praktiachen Geometrie") inmier thut, die Gewichte 
3D Eepetitionazahlen proportional, so kann man geradezu diese 
ahlen als Gewichte eetzen (§. 5). 

Kine hierher passende Aufgabe entnehmen wir dem eben 
igefuhrten Werke S. 73. Geaetzt namlich, cb Bei der Win- 
kel a mit einem Theodoliten, dee- 
sen wahracheinlicher Fehler (§. 12, 4) 
bei einfacher Messung 4" sei, durch 
25fache Repetition = ZG« 48' 44,12" 
gefunden; der \\'inkel y mittelst 30fa- 
cher Bepetition und eines Theodoli- 
ten vom wahracheinlichen Fehler 9" 
gleich 480 17' 36,47", so ist der wahr- 
Bcheinliche Fehler ■von « ^ a; -j- y z" 
ermitteln, dabei die Gewichte den Re- 
titionazahlen proportional geaetzt. Wie bereita in §. 11, Nr. 4 
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gezeigt, ist der eiiijt'achen Beobachtung mit dem zweiten Theodo- 

/4\2 . . * 

liten nur das Gewicht l^j beizulegen, wenn das der einfachen 

Beobachtung mit dem ersten gleich 1 ist. • Dies vorausgesetzt 
hat man also: 

X = 360 48' 44,12^' mit dem Gewichte 25, 

4" 
also wahrseheinlicher Fehler 



y = 480 17' 36,47" mit dem Gewichte 30 . (^\ ' 



4" 9" 

also wahrseheinlicher Fehler 



also u z=i'x -\- y =z 85o 6' 20,59" mit dem wahrscheinlichen Feh- 
ler 1/ 25" "I" 30" ~ l'828'^ also das Gewicht von u: f pgsjj 

= 4,788, so dass es also geniigt hatte, mittelst des ersten Theo- 
doliten den ganzen Winkel u etwa 5mal zu repetiren, urn ihn 
ebenso genau zu finden, wie durch seine beiden Theile. (Man 
vergl, §. 6, 11, §. 3.) 

II. Einfache Winkel- oder Bichtungsbeobachtungen. 

Im Vorstehenden haben wir bloss Bepetitionsbeobachtimgen 
betrachtet, und haben nun diejenigen Beobachtungen naher zu 
untersuchen, bei denen blosse Winkel- oder Bichtungsbeobach- 
tungen vorkommen. Dabei nimmt man eine Richtung als die 
erste an, und beobachtet durch einfache Einstellung und Able- 
sung der Winkel, den irgend eine andere, in ilemselben Ponkte 
zu beobachtende Bichtung mit der ersten macht. Die Beobach- 
tungen selbst stellte Bessel z. B. („Grradme8Sung<< S. 69) in 
folgender Weise an: Der getheilte Kreis des Instruments wurde 
festgeklemmt, die Drehaxe der Alhidade senkrecht gestellt, das 
Fernrohr auf einen der zu beobachtenden Punkte gerichtet ond 
die Angabe der vier Nonien abgelesen. Die EinsteUung and 
Ablesung wurde bei alien noch zu beobachtenden Pnnkten glflich* 
falls vorgenommen. Dasselbe ging nun in umgekehrter Ord- 
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nung vor sich, worauf man au8 beideu Reeultaten das Mittel 
nahm. Weitere vier Beobachtungsreihen wurden so vorgenom- 
men, indem man den Anfangspunkt der Theilungen um etwa 15^, 
und dann wieder um dieselbe Grosse verschob. Endlich wurde 
das Femrohr umgelegt, die Alhidade um 180® -(- 15^ gedreht, 
und in gleicher Weise sechs Beobachtungsreihen angestellt. 
Wurde man durch Nacht oder andere Umstande verhindert, so 
wurde das Fehlende erganzt. Dass man dadurch etwaigen Feh- 
lem der Theilung ihre Einwirkung auf das Besultat entziehen 
wollte, ist klar. £in jedes solcher Art erhaltene Resultat wurde 
von demselben Gewichte angenommen. 

Um die Frage vollkommen allgemein zu behandeln, wollen 
wir annehmen, es seien A, B, C, . . . die wahren Werthe der 
Winkel, welche die auf einander folgenden Richtungen mit der 
ersten machen (diese Winkel alle in derselben Richtung von 0^ 
bis 360<> gezahlt), a der Fehler, der begangen wird, wenn man 
die erste Richtung fiir annimmt*) (ein Fehler, der so zu ver- 
stehen ist, dass die wahre Richtung um a weiter zuruckliegt) ; 
seien ferner a, 6, c, . . . die gemachten Ablesungen fUr die 
Winkel A^ B^ C, . , . bei einer ersten Beobachtungsreihe und go, 
9iy 5^2> Sl> • • • ^6 Gewichte von 0, a, b, c, , , .; x^y a', ft', c',..., 
9o^9 9\9 S'aS fl'sS • • • seien analoge Grossen fiir eine zweite Beob- 
achtungsreihe u. s. w., so muss also (§. 3) die Summe: 

9o^^ + Sri(^ + ^ -- a)2 + g^{x + 5 — 6)2 

+ 9'o ^'^ + S'^ (^ + ^ — «')' + 9'^ (^' + ^ - *')' 

+ Sf'8(^' +C-C02 H 

+ g*\ ^"2 + ?"i (^" + ^ — «")' + 9'* 2 (^" + ^ — b'y 

+ ^"8^4- c- c^y^ 

I • • • 

ein Minimum sein. Differenzirt man also nach x, cc^ , x**, , , .^ 
Ay By C, . . ., so ergiebt sich: 



*) Es ist ganz wohl moglich, dass die er^ie Richtung nicht abgelesen 
wird. AUein dieser Fall liisst sich immer auf den angenommenen zurticktuh- 
ren, indem man die Ablesung der ersten Richtung von den anderen Ablesun- 
gen subtrahirt. 



(34) 



128 Bercchnung eines Winkels aus Richtangsbcobachtangen. 

(5^0 + 3^1 H-S'aH )« +91^+99^+93 0-^'" 

= 9i^ + 92^ + 99<^ + ' ' '9 
(?o'+ 9'^ + 92'+ --O^ + 9i'A + 9'/J3+g,'C+". 

= 9i<^' + 9i^' + 9^'^*+ " -y 

(91 +9i' + 9i'^ + '")^+9i^+9i'^+9i''^'''^ 

= 9i^+ 9i^' +9i''^" H > 

(^2 +S'2' + 5^2" + --0-S + sr2^+S'2V4-5r2"«" + --- 
= 92^+92h'+92'*h"^ , 



Kommen einige Bichtungsbeobachtungen in der betreffenden 
Beihe nicht vor, so setze man das zugehorige g nur Null und 
die Formeln (34) gelten auch dann noch. 

Aus den ersten Gleichungen (34) ziehe man a;, .2/, • . . und 
setze diese Grossen in die zweiten, so erhalt man zur Bestim- 
mung von ^, jB, C, . . . die Gleichungen 

pA + p'B + p"C -f- . • • = m, 

rA+fB -{■r"C-\ = m", ( ^^' 

• 1 

• y 

in denen p, p', . . . , 5, g', . . . , m^ m', . . . bestimmte Grossen 
sind, fiir welche ubrigens das eigenthiimliehe Bildungsgesetz der 
Coefficienten in §. 3 wieder obwaltet, dass namlich p^ = q, 
p^* =z Ty , . .9 ql' = r', u. 8. w, 

Bei diesen Bechnungen ist ubrigens eine Abkiirzung inuner 
zulassig. Man wahle namlich fiir A^ B^ (7, . . • die angenaher- 
ten Werthe ^1, jBi, Ci, . . . und setze 

A = Ai + A', Bz=zB^ + BU (7= Ci + (7', . • . , 

wo also A'y B'y C, ... die an ^1, -Bi, Ci, . . . noch anzubrin- 
genden Correctionen sind, so ist leicht zu sehen, dass man die 
neuen Gleichungen, die zur Bestimmung von a?, aK,..., ^',5',... 
dicnen, aus (34) erhalt, wenn man dort setzt statt 

a\ a — Axy b: b — Bi, c: c — Ci,...; ^ . ^ ^ ^ ^ 

/ / / A/ ;./ H V -/ r -^^ ^' ^' ^' ^'- ^''"•' 

a': a' — Ai, b': b' — Bi, c*: r — Ci,...; 
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Daraus folgt, class die Gleichungen zur Bestimmung von 
A'^ -B', C, ... die (35) sain werden, wenn p, p', . . ., g, g',... 
dieselben Werthe, wie in (35) beibehalten, m, w', w", . . . dage- 
gen andere annehmen und etatt A^ B^ (7, . . . gesetzt wird 

Zwei fieispiele mogen die Theorie eriautern. 
Das erste betrifil die Beobachtungen Bessel's auf der Sta- 
tion Trenck, die bereits in arithmetische Mittel vereinigt wurden. 



Mednicken. , 


Fuchsberg. 


Wargelitten. 


Galtgarben. 


Anzahl der Beob. 


0* 0' 0,000" 

0, 
0, 


83® 30' 34,752" 
34,762 
35,416 


287 M4' 12,833" 
15,126 


346«24' 16,338" 
19,293 


9 
6 
3 



Naherungsweise: Ai (Med.-Trenck- Fuchsberg) = 83^30' 34'^ 
5i.(M. T. W.) 2870 14/ 12/', Ci (M. T. G.) = 346o 24' 18''; 

go=9i= 9-2 =93 = ^y 9o' = 9\ = 9'/ = ^y 93 =0, 9o''=9i' 
= gf3" = 3, sr2'' = 0; 

a ^ Ai= 0,752, b Bi = 0,833, c — Ci = 0,333; a' — Ai 

= 0,762, b' — Bi = 3,126; a" — >4i = 1,416, c" — (^ = 1,293. 

Also die (34): 

36^4-9^'+95'+9C'=17,262, 18^'+9a:+6a:'+3a:"=:15,588, 

l«a?'4-6^'-f6Jy' =23,328, 15i?'+9a?+6y =26,253, 

9a?"-)-3^' +3C'= 8,127, 12C'+9^ +3j?"= 6,876, 

woraus 

12,75^'— 4,255' — 3,25 C'= 0,788, 

— 4,25^' + 10,755' — 2,25C' = 14,162, 

— 3,25 J.'— 2,255' + 8,75 C =.-0,148, 

also wahrscheinlichste Werthe: Mednicken 0^0' 0,000", Fuchsberg 
830 30' 34,866", Wargelitten 287o 14' 13,822", Galtgarben 3460 24' 
18,773". 

Wegen spaterer Rechnung ist zu bemerken, dass die Glei- 
chungen (35) genau in der vorgeachriebenen Weise miissen aus 
(34) gebildet werden imd Abkiirzungen , Zeichenwechseln u. dgl. 
dabei nicht gestattet sind. 

Dienger, Methode der klelusteu QaadratfQmmen. 9 



A' = 0,866, 
B'= 1,822, 
C = 0,773, 
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Dae zweite Beispiel wahlen wir aua Bayer (y^Kiistenver- 
messung^ S. 191); ee betrifi); die Beobachtungen in Buchholz^ 
die wir spgleich zu arithmetischeii Mitteln vereinigt haben. Wio 
wahlen dieses Beispiel um so lieber, als die Anfangsrichtun^ 
nicht immer dieselbe ist 



Luckow. 


Kiinkendorf. 


Templin. 


Anzahl der Beob. 


0<>0'0,(KV' 


71048' 55,30" 


156"17U7,58'' 


8 


0, 




48,25 


2 

ft 




0,00 


84 28 51,31 


4 


0, 


71 48 51,40 




1 




0,00 


84 28 50,G1 


7 


0, 


71 48 57,17 


156 17 46,98 


8 


0, 


57,75 




4 



Naherungsweise A (L- B. K.) = 71*48' 55", 5, (L. B. T.) 
= 1560 17' 48"; wahre Werthe dieser Winkel: Ai-{-A', 5, +B', 
80 dass wenn Kiinkendorf die Anfangsrichtung ist, der wahie 
Werth von K. B. T. ist Bi -\- B' — {Ai -\- A'). Sind dann 
X, Xi, . . ., Xg die Verbesserungen der sieben Anfangsrichton- 
gen, so muss 

8«« + 2«i« + 4«j2 -j- arj* + 7 x^i + ix^^ -\- 4«e« + 8(ar + i' 
— 0,30)« -(- 8 (« + 5' + 0,41)« -\-2(xi-\- B' — 0,25)« + 4(4% 
-\-B'—A'-{- 1,68)« + (jTs -\-A'-\- 3,60)» -\-l{x^-\- B' — ^'+2,39)» 
-\-%{x„-\-A'- 2,17)« + 8 (ars -f 5' + 1,01)« -)- 4 («« + ^' — 2,75)' 

ein Minimum sein. Daraus folgt, wenn man nach ie, ^. . .jjtti 
A', B' differenzirt: 

8« ^A'-\-B' = — 0,11, 

2ari-|-jB' = 0,25, 

•ix^ -\- B> — A' = — 1,68, 

2«3 •\- A' = — 3,60, 

"i x^ ■\- B' — A =z — 2,39, 

^ x^ -\- A' -\- B' = 1,16, 

2a:«-j-^' = 2,75, 

8x — 4ai+ «8 — 7ar4-|-8«j-|-4i»e+32^' — 115'= 50,61, 
8«-|- 2«i + 4j!j + 7«4-1-8«6 —11 4'-)- 29 5' = — 34^1, 
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woraus 

18,66 A' — 10,83 B' = 32,38, 
— 10,83 A' + 17,18 B' = — 25,64, 
^l'=l,37, 5' = — 0,63; 
.4 = 71«48' 56,37", B = 156» 17' 47,37". 

ni. Bichtungs^ und Repetitionsbeobachtungen. 

Hat man auf derselben Station beiderlei Arten von Winkel- 
»eobachtungen, so wird man fiir die Rechnung die einen in die 
.nderen verwandeln, also alle zu Richtungsbeobachtungen, oder 
klle zu Repetitionsbeobachtungen umformen. Dabei hat man auf 
las betrefFende Gewicht wohl zu achten. Legen wir die Theo- 

ie des 5. 14 zu Grunde, so ist -- — ; — ^„ daa Gewicht der einfa- 

^ a2 _|_ ^2 

5hen Richtungsbeobachtung, wahrend das des repetirten Winkels 
lach den dortigen Formeln sich ergiebt. 

Im Bessel'schen Falle war das erstere also . ^^-- = 0,2378. 

4,2052 

Setzt man die Gewichte der repetirten Winkel den Repeti- 

ionszahlen proportional (§. 5 u. 14), so wird (§. 14) /S^ vernach- 

assigt; alsdann ist das Gewicht der ]Kichtungsbeobachtung = -^, 

md das des nmal repetirten Winkels a^' D&i'&us folgt, dass 

venn das Gewicht den Repetitionszahlen gleich gesetzt wird, 
las der einfachen Richtungsbeobachtung = 2 zu setzen ist, da 

- . 2 = w ist *). 

Als Beispiel zur Erlauterung wahlen wir die BessePschen 
Jeobachtungen auf der Station Gilge („Gradmes8ung" S. 125). 
)ie einfachen Beobachtungen sind 6 an der Zahl, die in ein 



*) Wirklich ergiebt sich daraus dann das Gewicht des einmal gemessenen 
V^inkels = 1. Denn letzterer ist die Differenz zweier Richtungsbeobachtun- 
en, yon denen jede das Gewicht 2 hat, so dass unter Zuziehung von §. G, III. 

as Gewicht der Differenz = , > = 1 ist. 



1 -I- 3L 

9* 



5> 



»» 



9» 
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arit&metisches Mittel vom Gewichte 6 . 0,2378 = 1,4268 vereini^ 
warden (§. 8). Die Gewichte der repetirten Winkel ergeben sicA 
nach der Tabelle am Schlusse des §. 14. So hat man: 

Beobachtungen in Gilge. 

Winkel Legitten Gilge Lattenwalde: Tl® 22' 57,7809" 

(G«w. 22,582), 
Lattenwalde „ Nidden: 46o21' 3,986" 

(Gew. 19,811^), 
Nidden „ Kallenincken: 43ol 6' 54,1343" 

(Gew. 18,206), 
Lattenwalde „ Kallenincken: 89^ 37' 57,600" 

(Gew. 1,783). 

Richtung Legitten: Oo 0' 0,0000^' (Gew. 1,4268), 

Lattenwalde: 71 22 56,0417 ( „ „ ), 

Kallenincken: 161 50,6250 ( „ * „ ). 

Setzt man den Winkel Leg. G. Lat. = A = 71^ 22' 57,7" 
+ A', Leg. G. N. = JB = 1170 44' 1,7" + jB', Leg. G. K.=C 
= 1610 0' 55,8" + C, so hat man, wenn Alles auf Richtungs- 
beobachtungen zu reduciren ist, nach II.: 

x — O (Gew. 1,4268), x -}- A = 71« 22' 56,0417" (Gew. 1,4268), 
a; + C = 161» 0' 50,625" (Gew. 1,4268), A = 71o 22' 57,7809" 
(Gew. 22,582), B — ^= 46»21'3,986" (Gew. 19,819), C — B 
= 430 16' 54,1343" (Qew. 18,206), C — A z= 89o37'57,6" (Gew. 
1,783), 

oder, wenn man obige Werthe fur A, B, C einfiihrt, so muas 
nach §. 3 die Grosse 

1,4268 a;» + 1,4268 (je -\- A' -\- 1,6583)» + 1,4268 (« + C" + 
5,175)'' + 22,582 {A' — 0,0809)« + 19,819 (5' — A' -\- 0,014)« 
+ 18,206 (— B' -\-C' — 0,034)» + 1,783 (€' - A' -\- 0,5)' 

ein Minimum sein, woraus durch Differentiation nach x. A', B", €'• 
45,611J' — 19,8195' — 1,783 C" + 1,4268* = 0,628, 

— 19,819 J' + 38,025 if' — 18,206 C = — 0,901, 

— 1,783 A' — 18,206 B' + 21,416 C + 1,4268 « = — 7,662, 
1,4268 A' + 1,4268 B' -\- 4,2804 x = -» ^,768, 
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wodurch: 

45,135 A' — 19,819 B' — 2,258 C = 3,879 , 

- 19,819^' -f 38,025 jB' — 18,206 C = — 0,901, 

— 2,258^' — 18,206 J5'-f 20,940(7' = — 4,401, 

^/ = _ 0,052, 5' = — 0,265, C = — 0,447; 
^ = 71022^57,648", 5 = 117044' 1,435", (7=161oO'55353". 

Uebrigens ist die Bechnung dieselbe, wenn man Alles zu 
RepetitioDsbeobachtungen umandern will, da man schliesslich im- 
merhin A, B, C erhalt 



IV. Zusatz, betreffend die Vereinigung von RepetitioDsbeob- 
achtungen mit verschiedenen Instrumenten. 

Bei der Theorie der Repetitionsbeobachtungen in §. 14 wurde 
diejenige Beobachtung zur Gewichtseinheit genommen, deren 
wahrscheinlicher Fehler = 1 (eine Secunde) war, und darnaoh 
dann theoretisch die Gewichte der einzelnen Repetitionsbeobach- 
tungen ermittelt. Unter Voraussetzung der so erhaltenen Ge- 
wichte kann man aber nun nach §. 10 aus den gemachten Beob- 
achtnngen den wahrscheinlichen Fehler einer Beobachtung vom 
Gewichte 1 ermitteln. Fallt derselbe = 1 aus, so ist dies ein 
Zeichen, dass die theoretisch gemachten Annahmen eintreffen, 

dass also namentlich das Yerhaltniss -rr richtig angenommen ist; 

fallt aber der wahrscheinliche Fehler nicht = 1 aus, so miisste 
entweder dieses Verhaltniss geandert werden, was immerhin sehr 
misslich ist, oder aber man miisste derjenigen Beobachtung, de- 
ren Gewicht 1 war, jetzt ein ihrem wahrscheinlichen Fehler ent- 
sprechendes Gewicht beilegen. Ist niimlich q der gefundene 
wahrscheinliche Fehler der Beobachtung vom Gewichte 1, so 

ware das Gewicht der letzteren, statt 1, jetzt nur -- zu setzen, 

.so dass die nach §. 14 theoretisch bestimmten Gewichte alle mit 

— zu multipliciren waren. Da dies aber an dem gegenseitigen 

Verhalten nichts andert, so kann man getrost bei den theoretisch 
angegebenen Gewichten bleiben. — Anders aber verhalt sich die 
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Sache fiir zweierlei Theodoliten. Findet man namlich fiir den 
ersten den wahrscheinlichen Fehler der Beobachtung vom Ge- 
wichte 1 gleich q, fiir den zweiten gleich ^^ so waren fiir den 
ersten die in der Tabelle am Schlusse des §. 14 angegebenen 

Gewichte mit — , fiir den zweiten mit —jrr zu multipliciren; oder 

wenn man immerhin die Beobachtung vom wahrscheinlichen Feh- 
ler Q des ersten Theodoliten als Gewichtseinheit beibehalt, also 
die Tabelle des §. 14 fiir ihn gelten lasst, so muss man die Ge- 
wichte jener Tabelle, in so fern sie fiir den zweiten Theodo- 
liten gelten soil, mit f-^j multipliciren. 

So erhielt Bess el („GTadmessung" S. 137) fiir den ersten 

Theodoliten 0,6745 . 1,3056 , fur den zweiten 0,6745 . 2,8 als 

wahrscheiiiliche F«hler der Beobachtung vom Gewichte 1, so 

dass also, unter der Annahme die Tabelle des §. 14 gelte fiir 

den ersten Theodoliten, die in ihr angegebenen Gewichte mit 

0,6745 . 1,3056V ^^,_^ ,..,.. . , . ,, 

^^-.K — 9-0- ). =0,2178 zu multipliciren smd, wenn sie auch 

fiir den zweiten Theodoliten gelten soil. 

Nimmt man die Gewichte den Repetitionszahlen proportional, 
und ist dann n das Gewicht des durch nfache Repetition (Ab- 
lesen nur zu Anfang und Ende) mittelst des ersten Theodoliten 

gefundenen Winkels so ist n l^j das durch nfache Repetition 

mittelst des zweiten gefundenen, wo q und q^ dieselbe Bedeu- 
tung haben, wie so eben. (Vergl. §, 11, Nro. 4.) 



(■ 



Gesammtausgleichung der Winkel in einem 
geodatischen Dreiecksnetze. 



I. Ansat^ der Bedingangsgleichungen. 

§. 17. . ; • 

Berechnet man nun auch nach den in §. 16 angegebenen 
Metboden die einzelnen Winkel, die in einem Dreiecksnetze vor- 
konmien, so konnte es sich ganz wohi ereignen, dass das so er- 
haltene Neti^ keineswegs dem wirklichen entsprache, ja dass Sei- 
ten, in verschiedener Weise berechnet, auch verschieden erhalten 
wiirden. Die erhaltenen wahrscheinliphsten Werthe der Winkel 
an einer Station sind noch keineswegs die wahrscheinlichsten 
Werthe dieser Winkel, in so fern sie Theile des ganzen Netzes 
sind. Es miissen diese Winkel namlich noch einer Beihe mathe- 
matischer Bedingungen geniigen, die in Gleichungen ausgedriickt, 
eben die sogenannten Bedingungsgleichungen bilden. Die Bil- 
dung dieser Bedingungsgleichungen soil uns nun. zunachst be- 
achaftigen. In dieselben treten bloss die Winkel ein, so dass 
aus den gegebenen Bichtungen, im Falle Bichtungsbeobachtungen 
vorliegen, dieselben berechnet werden miissen, was offenbar durch 
ein&che Subtraction der wahrscheinlichsten Werthe der Bichtun- 
gen geschieht. 

Die nach den Vorschriften des vorigen Paragraphen berech- 
neten Werthe der Winkel werden wir nun als genaherte 
Werthe ansehen und denselben Correctionen beilegen, die sodann 
nach Anleitung des Fruheren zu berechnen sein werden* Dabei 
miissen wir jedoch unterscheiden, ob man bloss Winkel- (Bepe- 



136 Ansatz der Bedingungsgleichiingen. 

titions-) Beobachtungen, oder bloss Kichtungsbeobachtungen hat. 
Den gemischten Fall werden wir nicht meht erortem, da er nach 
§. 16, III. als auf einen der beiden anderen zuriickgefuhrt ange- 
sehen werden kann. let A ein Winkel, dessen genaherter Werth 
Ai ist, 80 konime ihm im ganzen Netze die Correction ^A zu, 
welche wir mit einem einzigen Zeiehen zu bezeichnen hab^n wer- 
den, wenn Bepetitionsbeobachtungen vorliegen; hat man dagegen 
Bichtungsbeobachtungen, so sind dazu in der Kegel zwei Zeiehen 
nothwendig. Man hat namlich nach den Vorschriften des §. 16 
zunachst die genaherten Werthe der einzelnen Richtungen be- 
rechnet; legt man denselben mm gewisse (noch zu bestimmende) 
Correctionen bei, die Bess el und Bayer fortlaufend durch das 
ganze Netz mit (1), (2), . . . bezeichnen, wo die Anfangsrichtun- 
gen einer solchen Bezeichnung nicht bedurfen werden, so wird 
die Correction eines Winkels durch die DifFerenz zweier solcher 
Richtungscorrectionen auszudriicken sein. So ware (s. Fig. 1), 
wenn MA die Anfangsrichtung, die Richtungen MB, MC, . . . 
die genaherten Werthe a, 6, . . . haben, mit den Correctionen 
(3), (4), . • ., der wahre Werth des Winkels CMB gleich 6— a 
-|- (4) — (3) u. 8. w. Einstweilen mag es geniigen, die Correc- 
tionen der Winkel mit zfA, ^B, . . . zu bezeichnen, unbekiim- 
mert darum, ob diese Grossen durch ein oder zwei Zeiehen aus- 
zudriicken sind. 

Drei Arten von Bedingungsgleichungen. 

Die erste Art der Bedingungsgleichungen hat dann Statt, 
wenn sammtliche Winkel um einen Punkt herum beobachtet wor- 
den sind. Seien A, B, . . ., E die genaherten Werthe dersel- 
ben (gefunden nach den Vorschriften des §. 16), ^A, ^B,,,,,^E 
ihre Correctionen im ganzen Netze, so muss also 

^+5-f-...-f-i;-f^^4-^5-| |-^£=360o, ) g. 

^A^-JB-] |-^£=360o— (^+iB-| |-£)P ^ 

sein. So viele Male im ganzen Netze sammtliche Winkel um 
einen Punkt herum gemessen worden, so viele Bedingungsglei- 
chimgen der Form (36) hat man, die. also sehr leicht anzusetzen 
sind. 
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Die zweite Art Bedingungsgleichungen, welche wir die Win- 
kelgleichungen nennen konnen, entsteht daher, dass dieSumme 
der drei Winkel eines jeden Dreiecks eine bestimmte ist (vergL 
meine „ebene und epharische Trigonometrie'^ S. 326). Sind A^ 
By C ^e genaherten Werthe der drei Winkel des geodtttischen 
Dreiecks, £ der spharische Excess, so i^ 

A^B-^C-^JA + JB-^JCz^ ISOo + e, 

JA-i-JB + JC =lSOo-\^$ — iiA'\-B+Cy (37) 

Wahlen wir aus Bessel's „Gradme88ung etc'^ S. 143 das 
Dreieck Fuchsberg-Wargelitten-Haferberg, in dem der spha- 
rische Excess 0,163^^ ist. Man hat dort: 

Winkel an Fuchsberg: 73o 11' 36,248" — (10), 
„ „ Wargelitten: 78 2 17,900 +(13), 
„ „ Haferberg: 28 46 7,773 4-( 16) — (19), 

180 1,921, 
also 

1800 C 1,921" + (16) + (13) — (10) — (19) = I8O0O' 0,163", 

(16) + (13) - (10) - (19) = - 1,758, 

wenn die Correctionen in Secunden ausgedriickt sind. 

Ein zweites Beispiel entlehnen wir der hessischen Ghradmes- 
sung (Fischer, hohere Geodasie, III. S. 61), wobei es sich um das 
Dreieck Mannheim - Melibocus - Donnersberg handelt Die Beob- 
achtungen ergeben: 

Winkel an Mannheim: 93© 48' 15,22"+ J A, 
„ „ Melibocus: 51 55 00,18 + JB, 
„ „ Donnersberg: 34 16 49,72 + JC, 

180 5,12; 

der spharische Excess des Dreiecks war 3,054", so dass 

180oO'5,12" + i/^ + z/5 + z/C == 180oO'3,054", 

JA-^-^B \-^C= — 1,066. 

Die dritte Art von Bedingungsgleichungen, die wir Seiten- 
gleichungen heissen konnen, entsteht daher, dass jede Seite 
des Netzes, wie immer sie auch berechnet werden mag, von dersel- 
ben Grosse erhalten werden muss. Die Behandlungsweise die- 
ser Gattung wird uns das folgende Beispiel erlautern (Fig. 4, a. f. S.). 



Id deo nm den Ponkr V bemmfi^eiMlai Dreieckeat in de- 
Dcn eiinmtfiche ninkel g^neuen wurden . hat man folgende 




m-VG 


^VCG 


^VC 


^ UGC 


H..L'C 


tb^VLC 


™. i't ~ 


m.. L-CL- 


^i'i 


^L'G-L 


«,..i'G-- 


^i'itf.- 


m.L-C 


m. L'yG- 


ji«.i'.V 


m. L'G-X 


nn.i'.V 


m.L'GS 


™. fc - 


™.t'.VG 



worin natiirlich die AViukel mit ibreo wshren WertheD zu neh- 

men eind. Multiplicirt man alle diese Gleichongen, so erhalt dud: 

•m. L'GC lin. L'CLm. L'LG' nn. L'G'Xiin. L' XG 



i.L'CGiin.L'LCm.L'G'Lim.L'yG'lijt.L'Gy 



w 



imter welcher Form diese Seitengl^chongen inuner encheiDeii- 
Sind mm A, B, C, . . . die gei^erten Werthe der Winkel, de- 
ren Sinus im' Zahler erecfaanen, wihrend A', B*, C, . . . dieael- 
ben Grossen fiir den Nenner mnd; ^A, ^B, ^C, . . .; ^A\ 
' ^B", ^C, . . . ihre CorrectioDen im ganzen Netz, so bat man 
also: 

_ *m. (.1 + J A) am. (g + ^B) aw. (C + ^C) . . . 
ain.(,A'-\-^A^tm.{B'-\-^B')m.(C'-\-^iC^. ..' 

Daraus folgt 

log. sin. (A -j- J A) -\- log. Hn. {B -\- ^B) -\ 

— log. ski. lA'-\-JA^ — log.mi. \b'-\-^B') = 0. 

Bezeichnet man allgemein die logaridunische Difierenz fiir 
1" bei sin. X aai D log. sia. x; wnd femer, me uberall, ^A, 
^B, ... in Secuaden ausgedriickt, so wird obige Gleichung: 

hg. sin. A -|- log. sin. B -\- ■•■ j 
— log. sin. A' — log. sin. B' — • 
-irDlog.sin.A.JA-\-Dhg.sia. B./iB + ■ 
— D log. sin. A' . 4 A' — I) log. sin. B' . ^^B' — ■ 



= 0, (38) 
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unter welcher Form namentlich Be 88 el die Seitengleichungen 
aufstellt 

Es ist ubrigens auch klar, da88 wenn man log. 8iru{A-\-dA) 
aach dem Taylor'schen Satze entwickelt, man an dieStelle von 

2? hg. sin. A setzen kann: ^ot^ — jw%^ log. e . cotg. A u. s. w., wo e 

die Grundzahl der naturlichen Logarithmen ist. Endlich kann ^ 
man, ohne zu den Logarithmen iiberzugehen, zunachist setzen: 

m.(A-{-JA)8in.(B-}-^B)... =8in.(A'-^JA')8in.(B'-\-JB')..., 
v^oraus leicht folgt: 

sin. A sin. B sin. C - **-\- sin. B sin. C. . . cos. A ^Aq 

-|- sin. A sin. C... cos. B ^Bq -{-•.• 
= sin. A'. sin. B' sin. C ' — |- sin. B' sin. C* ...cos.A* ^A'q 

-f- dn. A' sin. C ... cos. B^^B^q -| , 

NO Q = ^^ — gjr^. Daraus ergiebt sich, wenn man beiderseits 

mit Q sin. A' sin. B' sin. C . . . dividirt: 

180 . 60^ / sin. A sin. B sin. C. ,. ^\ t a ^ a i 

n \stn. A^sm. B's%n.C'... / ' ^ ' 

cotg. B . /IB -(- cotg. C . dC -\- • • • 
— [cotg. A' . J A + cotg. B'.JB'\- cotg.C .JC'-\ ],J 

wo man 

sin. B sin, C ... cos. A cos. A . 

sin. B' sin* 6 ' . . . sin. A' sin. A ^ 

jesetzt hat, indem ja sin. B' sin. C . . . sin. A' nahezu = sin. B 
in. C . . . sin, A ist. Unter der Form (39) entwickelt Bayer 
lie Seitengleichungen. Zunachst wollen wir nun zu beiden Ar- 
en ein Beispiel zusetzen. Das erste ist aus Bess el's Gradmes- 
lung S. 147 und bezieht sich auf Fig. 4, in der man die Glei- 
;hung (a) hat. Es ist dort: 

L'GC = 490 43' 40,382"+ (21) — (28), 
nCL = 67 18 30,506 + (32).— (31), 
L'LG'=61Z1 2,521 +(70), 
LG^N = 46 21 3,787 + (67) — (66), 
VNG = 6 28 34,609 + (44) — (43), 



(39) 
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L'CG = 90<'53'40,054('+ (31) — (30), 
L'LC = 75 36 39,074 — (69), 
L'G'L== 71 22 57,648 -f (66), 
L'JS'G'= 60 50 1,026 -j- (43) — (42), 
NGV= 3 48 2,901 + (28) — (27). 
Demriach log. sin. « -)- D log. sin. x . ■^xi 

9,88251328+ 17,839 {(21) - (28)}, 
9,96501063 -f- 8,804 j(32) — (31)} , 
9,96598224 -}- 8,761 (70), 
. 9,85948656 -|- 20,085 {(67) — (66)} , 
9,05227427 -f 1 85,483 {(44) .— (43)}, 
8,72526698; 

9,99994711— 0,329 {(31) — (30)}, 
9,98615770 — 5,402 (69), 
9,97665758 -\- 7,093 (66), 
9,94111694 -I- 11,751 {(43) — (42)}, 
8,82142840 -f 316,938 {(28) — (27)} , 



8,72530773; 

8,72526698 

8,72530773 



— 4075, 
also endlich ist 

= — 407,5 -f 17,839 (21) + 316,938 (27) — 334,777 (28) 

— 0,329 (30) — 8,475 (31) + 8,804 (32) -|- 11,751 (42) 

— 197,234 (43) + 185,483(44) — 27,178(66)+ 20,085(67) 
+ 5,402 (69) + 8,671 (70) 

die verlangte Seitengleichung. 

Dae zweite Beiepiel ist aus Bayer's KiislenvermessuDg 
S. 275 entnommen. Die Bedingangsgleichung ist: 

^ sin. SPG sin. PRG sin. RSG ' 

"* sin. PSG sin. RPG sin. SRG ' 

SPG = 42*52' 1,046"+ (100), 
PRG = 150 39 1,131 + (99) — (97), 
RSG = 41 20 20,089 + (^0) — (89), 
PSG = 56 50 29,415 + (91) — (89), 
RPG= 20 17 55,474 + (101) — (100), 
SRG z= 49 19 4,747 + (99) — (98), 
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(log. sin. a; -|- eofg. a; . ^a): 

9,83269937 + 1,0774 (100), 
9,69031886 — 1,7784 {(99) — (97)}, 
9,81988051 -I- 1,1367 {(90) — (89)}, 

9,34289874; 

9,92280889 + 06533 {(91) — (89)}, 
9,54022315 -j- 2,7035 {(101) — (100)}, 
9,87986339 -|- 0,8596 {(99) — (98)}, 



9,34289543; 

9,34289874 
934289543 



0,00000331 

(Zahl dazu) : 1,00000762 
— 1 



0,00(KX)762 davoa der log.: 4,88198—10 

^^'^^•«Q': 5,31443 



0,19689 
(Zahi dazu: -\- 1,572), 
o endlich 

= 1,572 — 0,4834 (89) + 1,1367 (90) - (^6533 (91) -f 1,7784 (97) 
f 0,8596 (98) — 2,6380 (99) -f 3,7809 (100) — 2,7035 (101). 

Ein Beispiel fiir den Fall von Repetitionsbeobachtungen zu 
3en, halten wir nicht fiir nothig, da der Ansatz nach Vorste- 
idem gewiss leicht ist. 

Erortemng einiger besonderer Punkte. 

Neben den so eben betrachteten Fallen konnen jedoch noch 
ige andere auftreten. £8 ist namlich moglich, dass man in 
n Netze zwei odet mehrere Grundlinien gemessen hat, oder 
98 ein Anschluss an sonst schon gemessene Grundlinien Statt 
t. Sind G und G' die in Bogen verwandelten Grundlinien, 
wird man in derselben Weise, wie man die Gleichung (a) er^ 
ilt, eine Gleichung der Form: 
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sin. g„ WW. (A-^- ^A)Mn.{B-^^B)em.{C-\-JO... 
xin. G' ~ fin.lA'-\-dA')sin. (B'-\-J^sin.(C'-j-^C')... 

erhalten, wobei wir die gemeBsenen Grandlinien ala durchaiu 
genau annelimeD, indem eine Correction bei diesem ftmdamenta- 
len Elfitnente zuzulaeaen schon dessbalb nicht tfithlich iet, wdl 
ein AnschlusB voq anderer Seite her abermals eine neue Correc- 
tion naoh sich' Ziehen wiirde. Die Geodaten vermeiden es iibri- 
gens, zwei Grdndlinien in demaelben Netze zu messen. — Dua 
man mehrere Gleichungen wie die obige erlwlt, wenn mehr ale 
zwei Onindlinien im Netze vorkommen, iat klar; ebeneo dass die 
Behandlung ganz ahnlich der friiheren iBt 

Ein zweiter Fall kann eintreten, wenn (wie z. B. bei Bayei) 

die Gnindlinie in zwei Abtheilungen gemeeeen worde. Die zwa 

f; 5 Theile waren^S, BC(Fig.5), weldie 

drei Funkte zugleicb Stationen wareiK 

die in der BiMung der Bedingnnga- 

gleichungen beacbtet worden sind. Die 

Lange von AB ist 588,509172 Toiaen, 

von BC: 610,213860 (KuatenvermcB- 

sung S. 10). Kimmt man beide Theile 

als durchaus genau an, und berechnet 

einen aus dem anderen, bo erhSlt mas 

die Bedingungsgleichung 

AS.Mn. BB'A sin. BCB" 




1 : 



BC sin. BAB' sin. BB'C ' 



wo fiir sin. AB und sin. BC gleich die Bogen, oIbo auch die 
Langen von AB und BC gesetzt wurden. Diese Bedingungs- 
gleichung wiire den iibrigen beizufiigen, was jedoch Bayer nicht 
gethan. 

Ein weiter hier zu beriihreuder Fall ist der, da man einen 
Winkel in doe Ketz aufiiimmt, der schon friiher in einem ande- 
ren Netze gemessen und dort ausgeglichen wurde, und den man 
eben desbalb nicht andem ^ochte. So z. B. nahm Bayer (Kii- 
etenvermeBBung S. 88 u. 96) auf der Station Trunz {M in Fig. 6) 
den Beseel'schen Winkel Galtgarben-Tmnz-WUdenhof {EMF) 
auf, der = 410 31' 57,9612" bei Besael war. Die Anfengerich- 
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tung war firoBOwken (_A). Bezeichnet man Dun die Winkel 
BMA, CMA, . . . mit A, B, . ■ ., so hat man also die Bedin- 
gungsgleichung 

iJ— iJ = 41031' 57,9612", 

wfllche man schoa bei der oach §. 16 auf der Statioa Trunz 

Torgenotnmeiieii Ausgleichung zu beachten hatte. Berechnet man 

Fig G. Fig. 7. 




ao auf dieser Station die Winkel, so wird man <laiaa den Rich- . 
tungen Galtgarben imd Wildenhof {ME mid MF) keine Cor- 
rectionen im ganzeo Netze zufugen. 

Endlich kann ea sich aueh ereignen, daee einer oder meh- 
rere der in der Gleichtmg (a) vorkommenden Winkel nicbt un- 
mittelbar gemeBsen wmrdea, vielmehr aue je zwei adderen zu 
echliessen eind. Wie man sichjiierbei zu benehmen hat, ist leicfat 
einzusehen. Sind A -\- JA, B -{- 4B- zwei gemessene Winkel 
eines Dreiecke mit ihren Correctionen ' im ganzen Netze, £ der 
sph&riacbe Excess des Dreiecke, i<o ist der dritte in Rechnung 
zu ziehende Winkel = 180" J^ % — A — B — AA~ /I B, 
Wir wiihleii zur Erlauterung ein Beispiel aus fiayer'g Kiisten- 
vermeesung S. 271, wobei es dch um die Bedingungsgieichung 
(Fig. 7): 

_ ««. PZB ein. ZGP ein. GPB 
~ sin. ZBP sin. GZB sin. PGB 

handelt Die Beobachtungen waren (Richtungen): 
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in 0:7.= 20,270, _„„ Ml, .aai,,,; 

P = 6 84 29,250 + (67), ^'^ = ** " ^•'" +(*J| 

B = 83 18. 1,782 +(58), / yfyji_no 4« «o KQO l/Ka^' 

In P:Ji= 0,000, ^6-^-76 43 32,532 + 5 
B= 94 25 19,955 + (49), ' ^ '' 



(? = 147 48 41,008 + (50), 
Z =17812 24,339 +(51)- 



PZB = 
QZB = 



AIbo 



PBZ= 8«85' 25,188"+ (53) — (52), 
B PZ=: 83 47 4,834 + (51) — (49) . 



92 22 29,572 +(53) + (51) — (52) — (49), «= 0,764, 

PZB = 180«0'0,764" — 92».22' 29,572" — (53) — (51)+(52)+(49) 
= 87« 37' 31,101" + (49) + (52) — (53) — (51). 

Ebenso GZB = 55« 24' 36,810" — (52) — (58). Mithin zur 
Bildung der Endgleichung nach (39): 

PZB = 87« 37' 31,191"+ (49) + (52) — (51) <— (53), 

ZGB = 83 17 41,512 + (58), 

GPB = 53 23 21,053 + (50) — (49), 

ZGB = 83 47 4,384 + (51) — (49), 

GZB =55 24 36,810 — (52) — (58), 

PGB = 76 43 32,532 + (58) — (57), 

9,99962691' + 0,0415 {(49) — (51) + (52) — (53)}, 
9,99701928 + 0,1176 (58), 
9,90455594 + 0,7430 {(50) — (49)}, 



9,90120213; 



9,99743961 + 0,1089 {(51) — (49)}, 
9,91552527 + 0,6896 {— (52) — (58)}, 
9,98823867 + 0,2359 {(58) — (57)} , 

9,90120355; 
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9,90120213 
9,90120355 



9,9999985^-..+ 0,9999%6 

— 1 



— 0,0000034 . . . 4,53147 (— 1) 

5,31443 



9,84590 (—1) 0,701, 

= —.0,701 — 0,5926 (49) + 0,7430 (50) — 0,1504 (51) 
+ 0,7311 (52) — 0,0415 (53) -f 0,2359 (57) + 0,5713 (58). 

Aufsuchung sainintlicher BedingungsgleichuDgen. 

Ein hochst wichtiger Punkt ist nun, keine der BedingungB- 
gleichungen, deren Ansatz im Obigen aiisftthrlich erortert wor- 
den, zu tibersehen. -Sobald man sich aber \1ar macht, was dicse 
Bedingungsgleichnngen bedeuten und woher sie riihren, ist ein 
solches Uebersehen geradezu unmoglich*. Die Bedingungsglei- 
chungen der ersten Art sind wohl am leichtesten bemerkbar, 
ebenso die wegen mehrerer Grundlinien, oder getrennter Grund- 
iinie, oder unveranderter Winkei, so dass bloss die Winkel- und 
Seitengleichungen zu betrachten bleiben. Nun entsteht irgend 
eine Bedingungsgleichung nur insoi'ern, als eine oder mehrere 
Beobachtungen zu viel gemacht wurden;»zu viel, weil es naiCh 
mathematischen Gesetzen moglich igeweaea wair^e, di9 Scobach-. 
tete aus anderem Beobachteten zu Kerechnen. Dieee ^athl9nati- 
schen Gesetze, in Form von Gleichungen ausgesproehen, bilden 
eben die fraglichen Bedingupgsgleichungeii- 

Um alle zu erh alien, wird man dabei am b^sten folgenden 
von Be 88 el (Gradmessung S. 139) angedeuteten Weg einschla- 
gen. Man gehe von zwei Anfangspunkten des Netzes au8, z/B. 
von den beiden Endpunkten der Grundlinien. Ein nachster Punkt 
ties Netzes ist nun seiner Lage nach vollkommen bestimmt, wenn 
die Riclitungen der zwei von den ersten Punkten aus an ihn ge- 
zogenen Linien in jenen zwei Punkten beobachtet wurden. Wer- 
den nun die zwei ersten Punkte vom dritten aus ebenfalls beob- 
achtet, so ist ein Winkel zu viel beobachtet, und man erhalt- des- 
wegen in diesem Dreieeke eine Winkelgleichung, wie (37). Ge- 

Dienger, Methode der kleinsten Qnadratsammeu. -[q 



M* 
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tietzt nun, ein vicrter Punkt werdc von alien dreien aus beobach- 
tet und Bie selbet von ihm aus, so ware der Punkt 4 schon fest- 
gestellt, wenn er bloss von 1 und 2 aus beobachtet worden ware; 
die Seite 3 4 (Richtung derselben) ware also nicht nothwendig 
— deshalb entsteht eine Seitengleichung wie (a) — ; die zwei 
Winkel in 4 zu beobachten, ware ebenfalls nicht notbig gewesen, 
und man crhalt also noch zwei Winkelgleichungen, in den I^- 
ccken 12 4, 2 3 4. Geht man in dieser Art weiter, so fiber- 
sieht man leicht, dass wenn ein Punkt von m anderen aua, and 
diese auch sammtlich von ihm aus beobachtet wurden, man we- 
gen der m — 2 iiberflussigen Seiten m — 2 Seitengleichungen, 
und wegen der m — 1 uberfliissigen Winkel am neuen F^inkte 
rn — 1 Winkelgleichungen erhalt. Sind nicht sammtliche Bich- 
tungen auch zuriick beobachtet, so fallen einige der letzteren weg. 
Als Beispiel wfihlen wir das Bessel'sche Netz (Hg. 8), in 
welchem durch die Pf'eile an den Seiten angegeben iaty in ri- 
cher Richtung hin die Seiten beobachtet wurden. Wir' gdhen 
dabei von der Grundlinie Trenck - Mednicken aus, 

1) Fuchsberg ist beobachtet von T und M und zuriiok — 
eine Winkelgleichung im Dreieck TFM, die I. bei B easel 
(Gradmessimg S. 141). 

2) Wargelitten, beobachtet von T, M^ F und zuriick; 2 
Winkelgl., 1 Seitengl., — Dreiecke TM W, WTF und diefiriiche 
TW MT TF 

WT' "tJ" TW ^^^ ~ ^^ ^^^ Bessel). 

3) Galtgarben, beobachtet von T, itf , F, W und zuriick ; 3 
Winkelgl, 2 Seitengl. — Dreiecke G WF, G TF, GMF\ Briide 

FG^FJW FT FG^ FW TM iy k • un ' 

F W TT' FG' ~ FW FW FG ^ "" ^®* ^•^• 

4) Haferberg beobachtet von M\ G, F und zuriick; 2 
Winkelgl., 1 Seitengl.; — Dreiecke FWH\ FGH\ Briiche 
FG FW FII 

FW ' 'FH ' !f© ^ — ^^^ ^^^ ■^*^* 

5) Condehnen, beobachtet von G, F, H und zuriick; 2 
Winkelgl., 1 Seitengl.; — Dreiecke GHC, FHC\ Briiche 
CH GU IIF .^.., TTVk- R^ 
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6) Wildeohof, beobachtet von G, C, und zuriick, sowie zuriick nacli 

II; IWinkelgl., ISeitengl.; t*-:-'- ■■■'>,'_'.d^:„i.. ^ ^ C(? 




7) Tniitz, beobacbtet von W, G und zuriick; 1 Winkelgl. 
Dreieck GrH'(XVJII bei B.). 
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8) Lattenwalde, beobachtet vod G, C und zuriick; 1 Winkelgl; 
Dreieck G CL (XIX bei B.). 

Fig. 9. 




y) Legitten, beobaclitet von C,L' und zurijoli; 1 WJiikelifi-; 
Dreieck CL'L- (XX bei B.). 

10) Gilge, beobachtet von L',L* und zuruck; 1 Winkelgl.; 
Dreieck L'L*G' (XXI bei B.). 



AiiKgleichuDfi; der Wiiikel im ganzon Dreiccksnetae. 149 

11) Kallenincken , beobachtet von G',L' und zurttck; 1 
Winkelgl.; Dreieck KL'G' (XXII bei B.). 

12) Niddan, beobachtet von K, L', G', G' und zurtick; 
3 Winkelgl., 2 S'eitengl. - Dreiecke L'G'N, G'KN, G'L'N; 
D-i. c NG^' T^'N KN , NL' G»L' L'C 

Tjjj^ UG* 

1^ , ^-^ (XXIIl - XXVU bei B.). 

• ' 18) Algeberg, beobachtet von N und K^ und zuriick; 1 
\Wnkelgl.; — Dreieck AKN (XXVIU bei B.). 

14) Lepaizi, beobachtet von iV und -4, und zuriick; 1 Winkelgl.; 

— Dreieck LNA (XXIX bei B.). 

15) Leuchtthurm, beobachtet von TJ^ N^ und zuriick; 1 
Winkelgl.; — Dreieck L^TJN (XXX bei B.). 

16) Memel, beobachtet von UL'^N^ aber nicht zuriick; 1 

Seitengl.; - Briiche ^. ||, ^ (XXXI bei B.). 

Durch diese 31 Bedingungsgleichungen sind sammtliche Be- 
dingungen des Bessel'schen Netzes erschopft; andere kommen 

— den Messungen gemass — nicht vor. 

IL Wirkliche Ausgleichung der Winkol im ganzcn Netze. 

§. 18. 

Die Gesammtausgleichung der Winkel in einem geodatischen 
Netze ist eine der Ilauptaufgaben der hoheren Geodasie und wir 
haben sie desshalb auch mit der ihr gebiihrenden Ausfiihrlich- 
keit abgehandelt. Nachdem man einmal sammtliche Bedingungs- 
gleichungen angesetzt, unterliegt sie keiner theoretischen Schwie- 
rigkeit. Wir werden hierbei berechtigt sein, entweder blosse 
Richtungsbeobachtungen oder blosse Repetitionsbeobachtimgen vor- 
auszusetzen, und weiiden uns zunachst zu den ersteren. 

Bei blossen Richtungsbeobachtungen. 

Behalten wir die in §. 16, 11. gebrauchte Bezeichnung bei, 
so muss die Summe: 



I 
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</o«» + gx {r, J^A — ay-\-<f., {X J^B—hy-\-g^{x-\-C—cy-\-.: 

ausgedehnt nicht nur auf alle Beobachtungsreihen auf einem 
Punkte, sondern auf sammtliche Beobachtungsreihen in 
alien Punkten des Netzes, ein Minimum sein. Dabei sind A^ 
B, <7, . . . die wahren Werthe der durch diese Grosse bezeich- 
neten Richtungen. Bezeichnen wir nun aber durch A, B^ (7, . .. 
nicht mehr die wahren Werthe, sondern die nach §. 16, II. be- 
rechneten (genaherten) Werthe dieser Richtungen (Winkel); sind 
dann /J A, /IB^ /IC^ , , . die Correctionen dieser Werthe ira 
ganzen Netz, welche Grossen in obigen Beispielen durch (1), 
(2); (3), . . . bezeichnet wurden (also eine andere Bedeutung ha- 
ben als ^A^ z/B, . . . in §. 17), so muss die Summe 

^0^2 -\-g^{x-^A-\^/lA^ay-\^ci.,{x-\-B-^^B-hy +... 
+^o'^2+^i'(^'+^+^^4-a0'+.9'2'(^+^-f^^-^0^+-( (ft) 

in derselben Weise ausgedehnt, ein Minimum sein. Man wird 
zunachst nun bemcrken, dass die Summe (6) nichts Anderes ist, 
als die Gesammtsumme aller einzelnen ahnlichen Summen, wie 
wir sie in §. 16, II. aufgestellt haben, wenn man nur A -\- dA, 
B -f- z/5, ... an die Stelle von -4, J5, . . . treten lasst. 

Zwischen den Grossen /J A, /dB^ z/ C, . . . (d. h. (1), (2), 
(3), . . . nach Bessel's Bezeichnung) bestehen nun eine Reihe 
Bedingungsgleichungen, die wir mit 

0==r if-f- az/^4- a'JB + a'^JC A , 

= M-\- y^A -f y'^B + /'z/C -\ , ) (40) 

I 
■ 

bezeichnen wollen, und deren Aufstellung wir im Vorigen gezeigt 
haben. Sind nun — 21, — 2 //, — 2 /J/, . . . gewisse noch 
zu bestimmende Constanten (§. 4), mit den en die zweiten Seiten 
der (40) multiplicirt und zu (h) addirt werden, so erhalt man, 
wenn man nach ;r, .r% . . ., JA^ z/i?, . . . diflFerenzirt und die 
Differentialr|U(>tienten gleich Null p>pi7A: 
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(41) 



Man wird nun bemerken, dass die erste Abtheilung der 
Gleichungen (41) geradezu die sammtlichen ersten Abtheilungen 
aller der Gleichungen (34) des §. 16 enthalt, wenn man nur 
A + ^A, B -\' ^By . . . fiir A^ By , . , setzt. Abgesehen von 
den Grossen I, II, . . . verhalt sich die zweite Abtheilung der 
Gleichungen (41) ebenso gegen die zweiten Abtheilungen der 
Gleichungssysteme (34). Zieht man also aus den ersten Abthei- 
lungen der (41) die Werthe von a, a/, . . . und setzt sie in die 
zweiten Abtheilungen, so muss, immer abgesehen von J, /J, 
III9 . . ., geradezu das System (35) herauskommen, ausgedehnt 
auf alle Punkte des ganzen Systems, wenn man in (35) nur 
A -j- dA, B -f- dBy . . . fiir A, B, . . . setzt. Hat man also 
die (35), wie bereits in §. 16 angegeben, so gebildet, dass man 
keinen Zeichenwechsel vorgenommen, noch auch etwa beidersei- 
tig dividirt hat, so erhalt man: 

p(A -(- dA) + jP'(.^ + JB) + • . 
= m -\- al + fill +yIII + • • 

q(A + JA) + q'{B + dB) -|- • • 
= m' + a'l + P'll 4- /II7 -j ,) (^) 

r {A-i- dA) -\-r' (B 4- ^B) -f • • 
= rn'^ J^ a" I + i3"II+ y"III -\- . . 



Da aber die Grossen A, B, (7, . . . den Gleichungen (35) 
genligen, so hat wan endlich 
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pJA-\-j/JB-^p"JC-^... = aI-\-fiII-\-yIII-\-..., 

q^A-\-q'^B + (fJC-^...= a'I-{-fi'II-j-'y'ITIA-..., ^ 

r ^A + r' JB-\-r" dC-\-...=z a"J-|- p"II-\- y"IIT-[- . . . , ( (^2) 

au8 welchen Gleichungen , in Verbindimg mit (40) die GrosBen 
^-4, ^B^ . . . bestimmt werden. 

Man wird leicht sehen, dass man die einzelnen Auflosungen 
des §.16 keineswegs nothwendig der jetzigen allgemeinen ^voran- 
gehen lassen muss. Sind namlich A, B, C, ... genaherte Werthe 
der durch diese Buchstaben bezeiehneten Winkel; .JAj ^B, 
^ (7, . . . die denselben zugehorigen Correctionen , so wird man 
immerhin die Gleichungen (41) erhalten, aus denen durch Elimi- 
nation die (c) folgen. Bestimmt man nun A, B, (f7, . . . so, dass 
sie diesen Gleichungen (c) geniigen, wenn man in ihnen ^A, 
^B, . . ., J, II, . . . weglasst [d. h. den Gleichungen (35)], so 
erhalt man ganz sicher die (42). Die Bedingungsgleichungen 
(40) sind dann freilich unter der Voraussetzung gebildet, dass 
die dortigen genaherten Werthe A, B^ C, . . . die soeben [aus 
(35)j ermittelten sind. Dabei ist zu bemerken, dass wir in §. 16 
voraussetzen, es sei koinerlei Bedingungsgleiehung bereits dort 
angewendet worden. 

' Da die definitive Auflosang der Gleichimgen (42) und (40) 
die endgiiltig anzuwendenden Correctionen, d. h. die schliesslich 
zu benutzenden Winkel des Netzes giebt; diese Gleichungen aber 
eine sehr grosse Anzahl Unbekannter enthalten (bei Bess el 70 
Correctionen nebst 31 unbestimmten Factoren), so ist es gut, 
wenn man sich durch Vorarbeiten im Laufe der Operationen die 
Endarbeit erleichtert. Die wirklichen Messungen erfordem immer 
viele Zeit, dauern oft Jahre lang, wahrerd nach den Formeln 
des §. 16 bloss die sammtlichen Beobachtungen auf einer Station 
bekannt zu sein brauchen, um die angenaherten Werthe der dort 
beobachteten Richtungen zu finden. Verfahrt man nun genau 
so, wie in §. 16, II. vorgeschrieben worden (so dass man, wie be- 
reits bemerkt, die Gleichungen (35) bildet, indem man bloss die 
Werthe der 4?, a?', . . . substituirt, ohne etwa beiderseitig Zeichen 
zu andern, abzukiirjen, oder irgend welche Umformung vorzu- 
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nehmen), so weiss man, daas die Kndgleichungen (42) auf' ihren 
ersten Seiten dieselben Coefficienten haben, wahrend fiir A,B,.r 
bloss ihre Correctionen im ganzen Netz eintreten. Setzt man 
also die zweiten Seiten der (42), die man erst spater ermittein 
kann, gleich P, Q, i2, . . . (Bayer bezeichnet sie durch [1], 
[2], . . .), so hat man auf der berechneten Station sofort die 
Gleichungen : 

pJA -\-p'JB 4-/'^(7 4- . . . = P, 
g^A 4- g'^B 4- g^'^C -f . . . = Q, 
r ^A-^r'JB -^r'' JC -{- . . . = R, 

• 

die in derselben Anzahl sind, wie JA, /IB^/IC, ..., Hieraus 
zieht man dann sofort die Werthe von ^A, ^By ^ C, ... in 
P, Q, 72, . . . und behalt sich diese Resultate zu weitereip Ge- 
brauche vor. — Wie gesagt konnen P, Q, iZ, . . . ersi bm. der 
Schlussarbeit, d. h. nach Aufstellung der Bedingimgsgleichungen 
(40) ermittelt werden. Sind a, /3, y, • . • die Coefficienten der 
Correction /I A in der ersten, zweiten, . . . Gleichung (40), so ist 

P=a/4-/3 7I+yIIJ4-. . .; 

ebenso wenn a', /J', y', . . . die CoSfficienten der Conreption d B 
in den auf einander folgenden Gleichungen (40) sind, so ist 

u. 8. w. Setzt man nun diese )¥erthe von P, Q, i2, . . . in die 
von ^Aj ^B, ^ C, . . ., so sind letztere Grossen durch J, IT, 
III, . . . ausgedriickt, und wenn man dann fiir ^A, z/5, . . . 
in (40)^ die so eben erhaltenen Werthe einsetzt, so erhalt man 
die zur Bestimmimg von J, J/, III, . . . nothigen Gleichungen. 
Als Beispiel hierzu wollen wir das von Bayer (Kiistenver- 
messung S. 83) gegebene beifiigen. Es handelt sich dabei um 
die auf der Station Brosowken gemachten Beobachtungen. Die 
Berechnimg derselben nach §. 16, II. gab 

Buschkau: Oo 0' 0,000", 

Stegen: 51 22 37,166 + (12), 

Trunz: 93 55 18,384 -f (13), 

Talpitten: 137 33 28,197 + (14), 



» 
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vro (12), fl3), (14) die (spiteren) Correcdonen im ganzen Netze 
tnod. Die Gleichongen. wekhe diese Winkel (.4. /y, C) gaben, 
waren 

22,(KXK) A — 7,6667 5 — 6.3333 C = 167,7833, 

— 7,6666^ + 2333332? — 10,0000 C=— 373884, 

— 63333 J — lOJiiOOOB -4- 22,6667 r = — 873450. 

Setzt man fiir die zweiten Seiten beziiglich [12], [13], 
[14], und fur A^ Bj C: (12), (13), (14), so zieht man hieraus: 

(12) = 0,06922 [12] -!- 0,03827 [13] + 0,03622 [14J, 

(13) = 0,03>527 [12] + 0,07401 [13] -U 0,04334 [14], 

(14) = 0,03622 [12] + 0,04334 [13] + 0,07336 [14], 

welche Gldchungen bei der Station Brosowken au%emerkt blei- 
ben (Kii8tenverme88img S. 103). Was nmi [12], [13], [14] an- 
belangt, so kommt in Bayer's Bedingungsgleichongen (Kusten- 
vermessung S. 263) die (Correction 

(12) vor in den Gleichungen IV mit dem CoefiGdenten — 1, 
VI mit 1,0896, VII mit 1, so dass 

[12] = — JF-I- 1,0896 VI -^ VII; 

(13) vor in lU mit — 1, IV mit 1, FJ mit —2,1384, so dass 

[13] = -^ 11/ -f IF — 2,1384 F7; 

(14) vor in III mit 1 , VI mit 1,0488, so thss 

[14] = III 4- 1,0488 VL 

Setzt man dies oben ein, so ergiebt sich (S. 281) 

(12) = —0,00205 III -0,03095 IF+ 0,03157 FJ+ 0,06922 VII, 

(13) = - 0,03067 1174-0,03574 IF— 0,07110 FI+ 0,03827 VII, 

(14) = +0,03002 77/ -I- 0,00712 7F+ 0,02373 F7-f 0,03622 F7X 

Daschliesslichsichergab: 777= — 6,47275, 7F=— 11,43111, 
F7 = 2,41926, F77 = — 4,40526. so erhielt man definitiv: 
(12) = 0,1385, (13) = — 0,5506, (14) = — 03779 (S. 287). 

Es versteht sich von selbst, dass man die in (41) vorkom- 
menden x, ^, . . . ebenfalls hatte berechnen konnen; fiir die 
spatere Benutzung sind sie aber unwesentlich, da man ja spater 
doch nur die Winkel kennen will. So wilrc jctztr 
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Winkel: Stegen, Brosowken, Buschkau = 5lo 22' 37,166" -(-0,1385 

= 51 22 37,3045", 

„ Trunz, „ „ ' = 93 55 18,384 —0,5506 

= 93 55 17,8334", 

„ Talpitten, „ „ =137 33 28,197 —0,3779 

= 137 33 27,8191". 

Bei blossen Winkel- (Repetitions-) Beobachtungen. 

Eb ist bereits in §. 16, L angegeben worden, in welcher 
Weise an jeder einzelnen Station die Winkel mit den ihnen zu- 
komnienden Gewichten aus den Messungen berechnet werden. 
Man kann also, wenn -4, B, C, . . . die wahren Werthe der 
Winkel sind, annehmen, man habe gefunden durch directe Beob- 
achtung 

i4 = ai mit dem Gewichte ^i , = ct2 mit dem Gewichte g^, ..., 
B = bi „ ,, ,9 gi , = b<i „ „ „ g^ 9 •••9 

^ ^^ ^1 99 >> ?> gi 9 ^2 » >J >> ^2 > • • • 5 



Alsdann muss die Summe 



• • 9 



gi {A — a^y + 5fj {A — a,)» -f 
+ g,' (B - 6,)» + !f2'iB - b,y + . . . , 
+ 9i"iO - oiy + g,"(C _ c)* + . . . , 



id) 



ausgedehnt auf alle Punkte des Netzes, ein Minimum sein. Es 
versteht sich von selbst, dass wir hier voraussetzen , man habe 
fur A mehrere Repetitionsreihen, deegleichen fiir j5, . . .. An- 
genommen nun, man berechne fiir A, B, (7,... genaherte Werthe 
nach §. 16, I., namlich 

^ _ gl«l+^2«2+" > J5 _ ^l'^+^2'^2 + '" /^N 

jeweils mit den Gewichten .^'i -f- J'i -f- • . . , )7i' -f- ^2' -f- • • •> • • • 
und lege diesen so berechneten Werthen die Correctionen im 
ganzen Netze ^A, ^B, . . . bei^ so muss also 



150 Ausgleichnng der Winkel im ganzen Dreiecksnetze. 

g,(^A-\-^A-ary-{.g,iA-\-JA-a,y^... 

ein Minimum sein, wemi A, B, . , , die bereits in §. 16, 1. ge- 
fundenen Werthe der so bezeichneten Winkel sind. Daneben be- 
stehen nun die Bedingungsgleichungen (40), derenAnsatz in §. 17 
erortert wurde. Verfahrt man mit denselben, wie oben, diflFeren- 
zirt dann (d') nach jdA^jdB,..,,&o ergiebt sich: 

i. h. (^a, A, B, . . . den Gleichungen (e) geniigen: 

(?i +£'2 ■^...)JAz= al -\-(iII -^Y III -\-..., 
(gi' -\- 92' -^:.)^B = a'l -\-fi'lI -\-Y'III-\-..., 
(?i"+ 9'i"+ ..•)^C= a"I-\-fi"II-{-y"III^.. . , j (43) 

• 1 

• I 

• / 

Setzt man die hieraus sich ergebenden Werthe von ^Ay 
^5, ... in (40), so erhalt man die zur Bestimmung von J, 11^ 
III J . . . nothigen Gleichungen, worauf dann (43) die ^A, jdB, 
^(7, . . . geben. Was die Gewichte anbelang^ so wird, so lange 
dasselbe Instrument angewandt wird, nach den Vorschriften des 
§. 16, I. verfahren werden konnen, indem man z. B. durchweg 
das Gewicht der Repetitionszahl gleich setzt. Hat man aber ver- 
schiedene Instrumente bei den Messungen angewendet, so wird 
man sich nach §. 16, IV. zu benehmen haben. 

Dass man an nicht gemessene Winkel keine Correctionen 
anbringen kann, versteht sich von selbst; es konnen aber in (43) 
recht wohl Winkel vorkommen, die, streng genommen, nicht in 
das Netz gehoren, sondern die etwa nur gemessen worden, um 
die sammtlichen Winkel um einen Punkt herum zu erhalten, u. s. w. 
Dass man diesen so gemessenen Winkeln trotzdem Correctionen 
im Netz zufugen muss, versteht sich wohl ebenso von selbst 

Zum Schlusse dieses Abschnitts wollen wir nun noch Auflo- 
sungen von zwei Aufgaben zufugen, die wir ebenfalls der „Kii- 
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etenvermeBsung" von Bayer (S- 379 ff.) entlelmeii , und die zu- 
gleich ala ausfiihrliche Beiepiele zum VoreteheDden dienen kiinneD. 

Einschiebuag vod Objecten ia eio ausgegliclieneB Netz. 

Will man, nachdeni die vollstandige Ausgleiohimg dea gau- 

zen Dreieckenetzes durchgefiihrt ist, Objecte eiDschieben, d. h. 

ihre Lage beetimmen, indem man die Funkte dee Netzes numuehr 

als absolut genau annintmt, no verfahrt man in folgender Wcibc, 

Fig. 10. die an zwei Beispielen eriautert 

werden eoU. 

1) Der Punkt Mutz (Fig. 10) 
H'urde aU Station gewahlt und dort 
folgende Beobachtungen gemacht: 
Graiisee: 0" (K 0,000" 
Templin: 100 8 2,843 -f (I), 
IlauBberg: 159 22 18,716 + (2), 
Prenden: 19« 9 54,087 -f- (3), 
EichatKdt: 262 1 51,132 + (4), 
Icrncr wurde bcobachtet Mutz in Granuee, Eichstadt, Prenden, 
llittieberg und zwar: 




G lanijce : 



Kicli^ladt: 



Prenden: 



Tempi in 

Muiz 

Prenden 

Eichstadt 

Graneee 

Mutz 

Prenden 

Gransee 

Mutz 

Templiu 

Haueberg 

Eichstadt 



0" 0- 0,000" 
59 48 47,833 + (5) 
71 47 42,669 
126 4 11,920 
0,000 
15>6 32,354 + (6) 
G!r27 11,321 
0,000 
4 11 2,893 + (7) 
43 3 28,705 
93 41 18,537 
299 43 37,338 
Hausberg: Eiinkendorf 0,000 
Prenden 181 34 21,224 
Mutz 235 16 30,537 -f (8) 

Templin 279 18 41,171, 
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WO nun (1), . . ., (8) die in dem be»onderen Netze (s. Fig. 10) 
den betreflfenden Richtungen beizufiigenden Correctionen sind: 
Die ubrigen Richtungen erhalten, als Richtungen im HauptnctzC) 
keine Correction*). Man hat nun folgende Bedingungsglei- 
chungen : 

I. Dreieck MGE. 

Winkel an ikf: 97o58' 8,868"— (4), 
G: 66 15 24,088 — (5), 
El 15 46 32,354 + (6) 



180 5,310 
0,776 



= 4,534 — (4) - (5) + (6). 

II. Dreieck ME P. 

Winkel an M: 650 51' 57,045"+ (4) — (3), 
E: 49 40 38,967 — (6), 
P: 64 27 25,556 + (7) 



180 1,568 
6 = 2,033 



= - 0,465 - (3) + (4) - (6) + (7). 

111. Dreieck MPH. 

Winkel an M: 36o47' 35,371"-(- (3) — (2). 
P: 89 30 15,644 — (7), 
H4f^ 42 9,533 -j- (8) 

180 0,548 -r 

« = 1,399 

= - 0,851 - (2) + (3) - (7) + (8). 



*) Hierbei ist zu bemcrjsen, dass die bei Gransce, . . ., Hausberg angc- 
gebcnen Beobachtungen schon die im ganzen Netze ausgeglichenen sind; 
der Richtung naoh Mutz wurde, obgleich sie auch im Netz ausgeglichen war, 
doch hier eine Correction beigelegt, da dieselbe nicht eigentlich in das Netz 
gehbrte. 



Bt!i8picl einur Aui<gleichung io einein kloineren Neizc. 

„ _ sin. EMG sin. EPM dn. EGP 
««. EGM sin. EMP sin. EPG ' 

EMG =970 58' 8,868"— (4), 
EPM z= 64 27 25,556 + (7), 
EGP =54 16 29,251. 
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EGM = 66« 15' 24,008"— (5). 
EMP = 65 51 57,045 + (4) — (»), 
EPG = 60 16 22,662 . 

9,99578526 -|- 2,947 (4), 9,96158744 — 9,262 (5), 
9,95532774 -f 10,062 (7), 9,96027313 + 9,434 {(4) — (3)}. 
9,90946893 . 9,93872526 



9,86058193 
9,86058583 



9.86058583 



— 39,0. 
) = — 39,0 -f 9,434 (3) — 6,487 (4) -|- 9,262 (5) -j- 10,062 (7). 

y sin. JIMP sin. 11 TM sin. HP T 

dn. 11PM dn. 11 M T dn. 11 TP ' 

11 MP = 360 47' 35,371"+ (3) _ (2), 
HTM = 76 43 36,564 + (1) — (2) + (8), 
11 PT = 50 37 49,831. 



11PM = 890 30' 15,644"— (7), 

11 MT = 59 14 15,873^^ (2) — (1), 

11 TP = 31 37 52,8ir*' 






9,77737460 -f 28,152 {(3) 
9,98824068 -f- 4,967 {(1) 
9,88821963 , 



(2)}, 

(2) H- (8)} 



9,65383491 ; 

9,99998375 — 0,182 (7), 
9,93414330 + 12,533 {(2) - (1)} , 
9,71970546 



9,65383251 ; 
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9.6538*491 
9,65383251 



24,0. 

= 24.0 -i- 17.500 (1> — 45,652 (2) — 28,152 (3) -|- 0,182 (' 

-+- 4,967 (8). 

nn. MFE rtn. MHP sin. MTH wn. HG T gin. MEG 
~ Wn. MEP sin. MPH gin. MET tin. MTG sin. MGE 

MPE =64«27'25,556"+(7), 

MHP = 53 42 9,533 -I- (8), 

M TU = 76 43 36.564 -i- (1) — ^2) + (8), 

MG T = 59 48 47,833 -^ (5) , 

MEG = 15 46 32.354 -:- (6). 



f _ 



MEP =4y<'40'38.967"— (6), 
MPH = 89 30 15.644 — (7), 
MU r = 44 2 9.342 — (8). 
MTG = 20 3 9.901 — (1) — (5), 
MGE = 66 15 24.088 — (5). 

9,93533299 4- 10,062 (7), 

9,90631114-1- 15,466 (8). 

9,98824068 -I- 4,967 {(1) — (2) -I- (8)}, 

9,93671045 -)- 12,248 (5), 

9,43436345 -j- 74,525 (6) 



9,22095871; 

9,88219096 — 17,871 (6), 
9,99998375 -ySi,182 (7), 
9,84205310 — 21,777 (8), 
9,53514867 - 57,688 {(1) -f- (5)} , 
9,96159122 — 9,262 (5), 

9,22096770; 

9,22095871 
9,22096770 

— 89,9. 
= — 89,9 -|- 62,655 (1) — 4,967 (2) -f- 79,198 (5) -|- 92,396 (6 

-I- 10,244 (7) -f- 42,210 (8). 
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Die Beobachtungen waren alle gleich genau; legt man da- 
her den Anf'angsrichtungen keine Correctionen bei*), was ohne- 
hin hochstens bei Mutz geschehen diirfte, so muss 

(1)2 _|_ (2)« + . . . 4- (8)» 

eiu Minimutn sein. Daraus f'olgt nun: 

(1) = 17,500 V + 62,655 VI, 

(2) — — III— 45,652 V — 4,967 VI* 

(3) = — II -{- III -\- 9,434 IV -f 28,152 F, 

(4) = — l-{. II - 6,487 IV, 

(5) = — J -f- 9,262 IV 4- 79,198 VI, . 

(6) = I — /i + 92,396 VI, 

(7) = — llI-{- 10,062 IV + 0,182 V + 10,244 VI, 

(8) = III + 4,967 V + 42,210 VI. 

Sabstituirt man dies in die Bedingungsgleiohungen, so er- 
{iebt sich: 

- 4,534 = 3,000 1 — 2,000 II — 2,7750 IV + 13,1980 VI, 
0,465 = - 2,000 1 4- 4,000 II — 2,000 71/ — 5,8590 IV 

— 27,9700 V — 82,1520 F/, 
0,851 = — 2,000 U -\- 4,000 III — 0,6280 IV + 78,5890 F 

-f- 36,9330 VI, 
39,000 z= - 2,7750 / — 5,8590 11 — 0,6280 717 -|- 318,1000 IV 
+ 267,4173 F + 836,6070 VI, 

- 24,000 = — 27,9700 II -f 78,5890 JZI + 267,4173 IV 

+3107,5944 F + 1534,7375 VI, 
89,900 = 13,1980 2— 82,1520 Z|4|?6,9330 IJ/+ 836,6070IF 
-f 1534,7375 V + 20646,2877 Fi, 

voraus; 

I =—1,5438, IV = 0,1462, 

II =z — 0,2510, F = — 0,0474, 

111= 1,0406, F7= 0,0001. 



- *) D. h. setzt man in der Grbsse (5) in §. 18 alle x Null, und beachtet, 
lass A =: a, B = 6,...,so erhalt man die im Texte angegebene Formel. 
Jebrigens ist dies hier urn so mehr znlSssig, als die Beobachtungen in Mutz 
.Is Repetitionsbeobacbtungen angesehen sind. 

Dlenrer, McUiode der klelusten QntdralAnmmeii. X\ 



' AehnlieliM BeispIeL 

(1) = — 0,880, 
(i) = 1,123, 
(3) = 138'. 
(*) = 0,344. 



(6) = J,906, 

(6) = — 1,884, 

(7) = 0,172, 

(8) = 0,809. 



to dues endlich: 



Station Mutz: Graoeee 0" 0' 0,000", 

, Templin 100 8 2,013, 

Hnusberg 159 82 19,839, 

Ptentieii 196 9 55,424. 

Eichstadt 262 1 51,476. 

2) Bestimmung dee Monuments auf dem Kreuzbeige bei 

Berlin (Fig. 11). — Beobachtungen: 



Eichberg : 



Berlin O* 0' 0,0", 

Kreuzberg . 2 ih 36,7, 

+ (l)(eBeob.), 



1 


1 


Berlin: 


Kauenberg 7 23 8,7, 
MiiggeUberg 30 31 29,0. 

MUggeleberg 0,0, 

Kauenberg 72 11 37,5, 

Kreuzberg 77 30 89,8 

+C2)(6Beob.) 

Eichbsrg 93 46 28,6. 

00 0' 0,0", 

145 48 10,3 

+ (3) (8 Beob.,, 
151 2 5,4, 
rg 233 30 15,8. 

0,0, 
30 21 61,3, 
43 17 9A 

+ (4) (4 Beob), 
56 42 .t,8. 
MRKm.MBE 


Ran 

Mu; 


enbe 
gel. 
1 — 


g! Eichberg 
Kreuzberg 

t*Iin 
Mnggelib 
aerg: Eichberg 
Kauenberj 
Kreuzberj 

Berlin 

«■». MKB ™. 



' win. MB K sin. MKR mi. IdRB' 



AehnlichM B«hpiei. IW 

MKB = 90* 4' 25,9" — (2) +'(4), 
MEK=S1 42 5,5 —(3), 
MBM = 72 11 37,5. 

« 

MBK = 77« 30' 39,8" + (2) , 
MKM = 79 22 36,7 -f (3) — (4) , 
MRB = 82 28 10,4. 

9,99999964 + 0,1 {(2) — (4)}, 
9,99965044 — 0,8 (3), 
9,97868073 



9,97833081; 

9,98960011 -(- 4,7 (2), 
9,99249208 -f 4,0 {(3) — (4)}, 
9,99623811 



9,97833030; 

9,97833081 
9,97833030 



51. 

= 5,1 - 4,6(2) — 4,8(3) -f 3,9(4). 

„ _ .nn. MKB sin. MEK sin. MB E 

~ sm. MBK sin. MKE sin. MEB ' 

MKB = 900 4' 25,9"— (2) + (4), 

MEK=2i 5 52,3^(1), 
M^JE; = 93 46 28,6. W 

MBK= 770 30' 39,8" 4- (2), 
MKE = 108 36 59,6 -f (1) — (4), 
MEB = 30 31 29,0. 

9,99999964 + 0,1 {(2) — (4)}, 
9,67300149 — 39,5 (1) , 
9,99905692 



9,67205808; 
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9,98960011 4- 4,7 (2), 
9,97665998 — 7,1 {(1) — (4)} , 
9,70578683 



9,67204692; 

9,67205803 
9,67204692 



111,1. 
= 111,1 — 32,4(1) — 4,6(2) — 7,2(4). 

Da 6 (1)« -f- 4 (2)« 4- 8 (3)» + 4 (4)« ein Minimum sein sollj . 
so let: 

6 (1) = — 32,4 IZ, 8(3)= — 4,81, - / 

4 (2) = - 4,6 I - 4,6 /I, 4(4) = 3,9 1 ^ 7,2 JI, 

woraus, wenn man in die Bedingungsgleichungen eineetzt; 4 ^ • • . 

— 5,1 — 11,9725 1—1,73/1; — 111,1 =— 1,73 J+ 193,21 iTf * 
/ = — 0,5097, II = — 0,5796; (1)=3,1298, (2)= 1,2627, * 

(3) = 0,3058, (4) = 0,5463. 

Hiermit woUen vvir die zur Eriauterung der allgemeinen 
Theorie beigefiigten Beispiele schliessen. Wir bemerken zu den 
letzteren nur noch, dass es bei denselben wohl nicht auf die Be- 
Btimmung des Gewichtes ankommt, das man den berechneten Be- 
Bultaten beizulegen hat, da es sich vorzugsweise um eine richtige 
Ermittelung dieser Resultate selbst. handelt, alles Uebiige aber 
ziemlich gleichgilltig ist 



A n h a n g. 



Ueber die Bestimmung der Unbekannten aus 

denjeiiigen Gleichungen, die nach der Methode 

der kleinsten Quadratsummen 

gebildet sind. 

Die nach dieser Methode gebildeten Gleichungen haben, wie 
aus dem seither Gesagten wohl klar sein wird, in fiezug auf ihre 
Coefficienten eine eigenthiimliche Bildungsweise, die man etwa in 
folgendem Schema aussprechen kann: 

[a6]^-f [^2]y-j- [6c>-J = {pF], 

[ac]a + [bc]y + lc^]z -| = [cF], 



wenn wir analoge Zeichen wie fruher beibehalten. Fiir unseren 
Zweck mag es etwas bequemer sein, folgende Bezeichnung zu 
wahlen : 



(11) 0! + (12) y 4- (13)^ + (14) « H = (1 i''), 

0.2)x -f (22)j/ -f (2S)2 + (24)« -j = (iF), 

(13) a; + (23) J/ -f- (33)« -\- (34)m -j = (&F), 

(14) a + (24)y + (34)« + (44)m -\ = (4^), 



(44) 



worin also (11) den ersten Coeffidenten in der eretep Gleichung, 
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• . ., (mn) den nten Coefficienten in der mten Gleichu^ vorstellt, 
and wo nun 

(mn) = (nrn) (a) 

ist, d. h. wo der nte Coefficient der mteli Gleichung glm^h dew 
mten Coefficienten der nten Gleichung ist. Eiben so lat {nF) die 
zweite Seite der nten Gleichung. Soli man nun aus den Glei«- 
chiuigen (44) die Unbekannten ssy t/, z, ti, . . . beatimmi^n , so 
kann man in folgender Weise verfahren. Man ziehe aus der 
ersten Gleichung (44) den Werth von a und setze denselben in 
die ubrigen Gleiehungen ein, wo man zur Abkiirzung setzt: 

(22)-^ =(22)„ (44)-^' =(44)„ ' 



(23) 



(11) 
(12) (13) 

(11) 



= (23),, (45)- 



(11) 

(14) (15) _ 

(11) " 



(45),, 



(24)-il|Hjl) = (24)„ 



(*) 



(33) - ^* = (33), , (2 /') - ^^^^ = (2 /')„| 
(34)_il|{ii) = (34),, (3/.')-<l^= (?n, 



/ 



so erhalt man: 



(22),y + (23),* + (24), u -\ = (2/^),, 

(23),y + (33),^ + C34)i« H = (3^),, 

(24), y + (34)i z-\-(U),u^... = {4.F),, ) (**') 



Bestimmt man hier wieder y aus der ersten Gleichung und 
setzt seinen Werth in die iibrigen, so ergiebt sioh: 

(33),« -f (34), M H = (3F)„ 

(34)j^ + (44), « -^ = (4F)„ 

(35), z 4- (45), M -I = (5 /'),, 



(44") 



i 



wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 



% 
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,aax (^[hl _m^ r-i-iV (25)i (25), _ ^. ' 
(33), — (2^ ^ ^' ^ ^ (2^1 "~ ^ ^*' 

(44), -2^ =(«,., (sn-2^=s(8fvf '" 



Wie man hier weiter gehen kann, ist klar. Will niau das 
Bildungsgesetz allgemein ausBprechen, so ist: 

("^'•-^ (j:;);z; — = ("^)- ) 

In dieser Weise erhalt man Systeme von immer weniger 
Gleichungen, bis endlich nur noch eine Gleichung mit einer Un- 
bekannten ubrig ist, die sich unmittelbar ergiebt. Waren z. B. 
sechs Unbekannte a:, j/, z^ w, r, w vorhanden, so ergabe sich w 
aus der Gleichung: 

(66).. = (6/0. - = ^*- 

Allgemein bei n Unbekannten, ergiebt sich die nte, die wir 
mit Xn bezeichnen woUen, aus 



{7171) f^^ I 



ie) 



Nun bestimmt nach dem Satze des §. 7 (vergl. §. 9) der 
Coefficient von (nF) in diesem Werthe von Xn das Gewicht letz- 
terer Grosse. Aber es ist 

wo nun schon klar ist, dass (nF) nur in dem Theile (nF)n-~9 
enthalten sein kaniiy da das Uebrige (n F) zu seiner Bildung nicht 
anspricht. £ben8o ist dann: 
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■• . 



80 class {nF) auch wieder nur in dem ersten Theile enthalten 
ist. Man ersieht hieraus leicht, dass schliesslich (nF) in (nF)n^i 
als erstes Glied enthalten ist, so dass mithin in (e) der Coeffi- 
cient von (w F) gleich y — r ist. Daraus folgt nun, dasis nach 

obiger Bildungsweise: 

(nn)n—i das Gewicht von asn ist 

Macht man so jede der Unbekannten zur letzten, so erhalt 
man ihren Werth und ihr Gewicht in ahnlicher Weise. 



\f 
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